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BCDDC EDFGC HIJKDELCHHC M NO PQKGFPDOKPC RB PQSTNCUC GIFK CKHCSVNC GIOKKCOFU

SEHQHPQTJWFCH JHQNEHX YK CZCD[ GC DCNH OKKCOFU HQKD[ CK TLEHCKPC GIFK P\OST SO]^KEDJWFC HDODJWFC[ NC HJ_^C GIFK PQFLOKD TCLSOKCKD KQK GJHHJTODJ`X aL[ PQKKCPDEH MGCH bNH GC SCHFLC[ JNH TLEHCKDCKD FKC LEHJHDJcJDE bKJC[ PCNNC GF HQNJGC SOPLQHPQTJWFCXBC TOLOGQUC CHD OVQLGE M NO `QJH HQFH HCH OHTCPDH D\EQLJWFCH CD CUTELJSCKDOFU TOL d
e NC PONPFN KFSELJWFC GC NO PQKGFPDOKPC PQSTNCUC SQfCKKC GIFK OKKCOF GEHQL]GQKKE GOKH NO NJSJDC GF HTCPDLC GJHPLCD[ CK TLEHCKPC GC P\OST SO^KEDJWFC[ GC

PQNNJHJQKH JKENOHDJWFCH[ M DCSTELODFLC bKJC CD TQFL GCH HDODJHDJWFCH POKQKJWFC
CD ^LOKG POKQKJWFCX gN CHD SQKDLE WFC NO SO^KEDQPQKGFPDOKPC GF HfHD_SC JHQNE
CHD[ GOKH PCLDOJKCH PQKGJDJQKH[ VJCK TNFH ^LOKGC WFC PCNNC GF HfHD_SC PQKKCPDE[
CD WFICNNC P\OK^C GC HJ^KC OcCP NO DCSTELODFLC QF NO `LEWFCKPCX

e NO SJHC OF TQJKD GIFK GEDCPDCFL DL_H HCKHJVNC OGOTDE d FK SJPLQ]LEHQKODCFLVJbNOJLC HFTLOPQKGFPDCFL hf0 = 380ijk CD Q = 80000 M 50Slm `QLDCSCKD
PQFTNE OFU OKKCOFUX nIEDFGC GC NIEcQNFDJQK GC HO `LEWFCKPC GC LEHQKOKPC CD GC
HQK `OPDCFL GC WFONJDE CK `QKPDJQK GC NO DCSTELODFLC CD GF P\OST SO^KEDJWFC`QFLKJD NCH TOLDJCH LECNNC CD JSO^JKOJLC GC NO PQKGFPDOKPC GCH OKKCOFUX oCH
TCL`QLSOKPCH QKD EDE QTDJSJHECH CD HO HCKHJVJNJDE DCHDEC[ CD NCH TLCSJ_LCH SCHFLCH
HFL GCH OKKCOFU SEHQHPQTJWFCH JHQNECH QKD EDE CZCPDFECH[ SCDDOKD CK EcJGCKPCGCH QHPJNNODJQKH M NO `QJH HFL NCH TOLDJCH GJHHJTODJcC CD KQK GJHHJTODJcC GC NO
PQKGFPDOKPCX

pq?rstur
v\JH wQLx PQKHJHD Q` O HDFGf Q` D\C PQSTNCU OP PQKGFPDOKPC Q` OK CKHCSVNC Q`JHQNODCG SCHQHPQTJP LJK^HX RH O SODDCL Q` `OPD[ HFP\ LJK^H POLLf[ JK D\C TLCHCKPC Q`

O SO^KCDJP bCNG[ O KQK GJHHJTODJcC TCLHJHDCKD PFLLCKDX jQwCcCL D\Cf \OcC O bKJDC
LCHJHDJcJDf w\CK D\Cf OLC PQKKCPDCG DQ SCOHFLCSCKD wJLCH[ PNQHC DQ D\C VFNx cONFCXv\JH TOLOGQU JH VQD\ D\CQLCDJPONf OKG CUTCLJSCKDONf OGGLCHHCG Vf d

• D\C KFSCLJPON PQSTFDODJQK Q` D\C OcCLO^C PQSTNCU PQKGFPDOKPC Q` O GJHQLGCLCG
LJK^ JK D\C GJHPLCDC HTCPDLFS NJSJD[ JK D\C TLCHCKPC Q` SO^KCDJP bCNG[ JKCNOHDJP

y



HPODDCLJK^[ OD bKJDC DCSTCLODFLC OKG `QL D\C ^LOKG POKQKJPON OKG D\C POKQK]JPON HDODJHDJPON CKHCSVNCHX v\C SO^KCDQPQKGFPDOKPC Q` D\C JHQNODCG HfHDCS JH
H\QwK[ JK HQSC POHCH[ DQ VC SFP\ ^LCODCL D\OK D\C PQKKCPDCG HfHDCSIH QKC OKG
DQ LCcCLHC HJ^K wJD\ LCHTCPD DQ D\C DCSTCLODFLC QL D\C `LCWFCKPfX

• D\C OP\JCcCSCKD Q` O cCLf HCKHJDJcC[ wCNN]HFJDCG GCDCPDQL d O HFTCLPQKGFPDJK^ VJ]bNOL SJPLQ]LCHQKODQL hf0 = 380ijk OKG
Q = 80000 OD 50Slm HDLQK^Nf PQFTNCGDQ D\C LJK^HX �LQS D\C HDFGf Q` D\C DCSTCLODFLC] OKG SO^KCDJP bCNG GCTCK]GOKPC Q` \JH LCHQKOKPC `LCWFCKPf OKG WFONJDf `OPDQL QK POK GCGFPC D\C LCON

OKG JSO^JKOLf TOLD Q` D\C PQKGFPDOKPCX jJH TCL`QLSOKPCH \OcC VCCK QTDSJHCG
OKG \JH HCKHJDJcJDf P\CPxCG[ OKG D\C bLHD SCOHFLCSCKD QK JHQNODCG SCHQHPQTJP
LJK^H \OH VCCK OP\JCcCG[ H\QwJK^ QHPJNNODJQKH QK VQD\ D\C GJHHJTODJcC OKG KQKGJHHJTODJcC TOLD Q` D\C PQKGFPDOKPCX
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,��V�#!'2'+! /"!'�2#+#$!' '! �',�-/& !#I.'� F+ �'W�+ 4' &+'  -..#$#-+ #+".�$!#%&' '$! .'V�&#! /' .?#+!'�� !#-+ '+!�' &+' ,��!# &.' /& $0$!12'  -+$#/"�" '! &+' '+!#!" %&# +?'+ V�#!
,�$ ,��!#' Q&+ ,4-+-+ ,�� 'B'2,.'R� �'!!' #+!'�� !#-+ /-++' .#'& X &+ /",4�$�U' %&# +?'$!
+# ,�"W#$#I.' +# �',�-/& !#I.'  �� #. /",'+/ /' .?"!�! /& �2-+/' 'B!"�#'&�� #+!'��U#$$�+!
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�W' .� ,��!# &.'  -+$#/"�"' [ #. $?�U#! /-+ ,-&� '..' /?&+ /",4�$�U' �."�!-#�'� �. '$!
 ','+/�+! I#'+ "W#/'+! %&' .?'+$'2I.'  -+$!#!&" /' .?&+#-+ /& $0$!12' ".' !�-+#%&' '! /&
�2-+/' 'B!"�#'&�� Q%&' .?-+ �,,'..' $-&W'+! &+ ��"$'�W-#��R '$!S .&#S 4�2#.!-+#'+ & 2�#$
/& ,-#+! /' W&' /& U�\ /?".' !�-+$ Q%&# '$!  ' $&� %&-# .?-+ 'T' !&' .'$ 2'$&�'$RS '! '+
.?�I$'+ ' /' .�  -++�#$$�+ ' /'$ �&!�'$ /'U�"$ /' .#I'�!"$S .?'T'! /& �"$'�W-#� �,,����!
 -22' +-+ 4�2#.!-+#'+�

F+^+ -+ ,-&��� /#$!#+U&'� /'&B !0,'$ /' 2" �+#$2'$ #+".�$!#%&'$S $'.-+ %&' .?-+ $'
,.� ' /& ,-#+! /' W&' /' .?�������� ��� ����

	�� -& I#'+ /'  '.&# /?�� ����

	� ��

������
�
F+ 'T'!S $# .'$ 2" �+#$2'$ %&# V-+! #+!'�W'+#� /'$ /'U�"$ /' .#I'�!" 'B!'�+'$S '! %&# $-+!
.?#+!'�� !#-+ �W' .'$ ,4-+-+$ '! �W' /'$ "W'+!&'..'$ #2,&�'!"$ 2�U+"!#%&'$S $-+! #+".�$J!#%&'$ /'$ /'&B ,-#+!$ /' W&'S .?#+!'�� !#-+ ".' !�-+J".' !�-+ '$! %&�+! X '..' ".�$!#%&'
,-&� .' U�\ ".' !�-+#%&' '+!#'� '! #+".�$!#%&' ,-&� &+ ".' !�-+ ,�#$ #$-."2'+!S %&# ,'&!
!��+$V"�'� &+' ,��!#' /' $-+ "+'�U#' �& �'$!' /& U�\�

����� ���:���� �
�8��������� �� �:������
9��� ���8���������
$-&!  -22' ,-&� .' $-.#/' 2� �-$ -,#%&'S -+ ,'&! %&�+!#^'� .' /"$-�/�' ,�"$'+! /�+$

&+ $0$!12' 2"$-$ -,#%&' ,�� &+ ,���21!�' [ .' .#I�' ,�� -&�$ 2-0'+ ".�$!#%&' /'$ ".' J!�-+$ le Q-& I#'+ ,�� .' !'2,$ %&# 0 '$! �$$- #"S .' !'2,$ /'  -..#$#-+ ".�$!#%&' � τe /"^+#
,�� le = vF τe

S -� vF
/"$#U+' .� W#!'$$' /' %'�2# /& 2�!"�#�&R� �' ,���21!�' '$! &+'

2'$&�' U.-I�.' /& /"$-�/�' ,�"$'+! /�+$ .?" 4�+!#..-+ [ #. /",'+/ /' .�  -+ '+!��!#-+ '+
/"V�&!$ '! /' .� �V-� '� /& ,-!'+!#'. /' /"$-�/�' QW#� .� $' !#-+ '� � ' /' /#T&$#-+R�
�','+/�+!S ,&#$%&' .� ,4�$' /' .� V-+ !#-+ /?-+/' ".' !�-+#%&' '$! ,'�!#+'+!' '! %&?'..'
'$! �T' !"' ,�� .'$  4- $ ".�$!#%&'$S  -22' -+ W#'+! /' .' W-#�S .� $&#!' /'$  -..#$#-+$
$&I#'$ ,�� &+ ".' !�-+ .-�$ /' $-+ 2-&W'2'+! X !��W'�$ .?" 4�+!#..-+ '$! #2,-�!�+!' [ �#+$#
.� ^U&�' /?#+!'�V"�'+ ' /' !-&!'$ .'$ !���' !-#�'$ ".' !�-+#%&'$ /",'+/ /' .�  -+^U&��J!#-+ 2# �-$ -,#%&' /'$ /"V�&!$� �. ,'&! $&��' /' /",.� '� ."U1�'2'+! &+' #2,&�'!" ,-&�
%&' .'$ ,�-,�#"!"$ ".' !�-+#%&'$ /& $0$!12' Q -22' .�  -+/& !#W#!" -& .� $&$ ',!#I#.#!"
2�U+"!#%&' -�I#!�.'R $-#'+! +-!�I.'2'+! �T' !"'$� �. $?'+$&#! %&' $# .?-+  -+$#/1�' /'&B
" 4�+!#..-+$ 2"$-$ -,#%&'$ ���
	��	��������
 ����
�����S  ?'$!JXJ/#�' "!�+!  ��� !"�#$"$
,�� .'$ 2Y2'$ U��+/'&�$ 2� �-$ -,#%&'$ Q2Y2' !�#..'S 2Y2' V-�2'S '! 2Y2' .#I�' ,��J
 -&�$ 2-0'+RS /& V�#! /' .'&� �����������
� ���
	��	����� #+4"�'+!' X .'&� ".�I-��!#-+ ,��
&+ ,�- "/" 2� �-$ -,#%&' Q,&.W"�#$�!#-+S .#!4-U��,4#'S '! RS .'&�$ ,�-,�#"!"$ ".' !�-+#%&'$
,'&W'+! Y!�' +-!�I.'2'+! /#T"�'+!'$� �' # ,'&! �'+/�' ,��!#'..' .?#+V-�2�!#-+ �,,-�!"' ,��
/'$ 2'$&�'$ 'T' !&"'$ $&� &+ $'&. " 4�+!#..-+� F+ �'W�+ 4'S .'  -+ ',! /?#/'+!#!" 2� �-J
$ -,#%&' U��/'S .&#S !-&! $-+ $'+$ [ -+ $?#+!"�'$$' �.-�$ X .� .-# /' /#$!�#I&!#-+ /' ,�-I�I#.#!"
/?&+' ,�-,�#"!" $&� &+ '+$'2I.' /?" 4�+!#..-+$ 2� �-$ -,#%&'2'+! #/'+!#%&'$S #�'� X  -+$#J
/"�'� .?'+$'2I.' /'$  -+^U&��!#-+$ ,-$$#I.'$ /'$ /"V�&!$ ,-&� &+ /"$-�/�' U.-I�. /-++" &
,.&$ $#2,.'2'+! -+ ,-&��� $' ,�"-  &,'� /'$ ,�'2#'�$ 2-2'+!$ /'  '!!' /#$!�#I&!#-+ [ .'$
W�.'&�$ 2-0'++' '! !0,#%&'� ]+ ,��.' �.-�$ /' �	����� ��
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�:������
�# .� !'2,"��!&�' ,�� 'B'2,.'S -& .� V�"%&'+ ' '! .?�2,.#!&/' /?&+ "W'+!&'.  4�2, ".' J!�#%&'S ,'&W'+! �W-#� &+' #+�&'+ ' #+!"�'$$�+!' $&� .'$ ,�-,�#"!"$ ,40$#%&'$ /'$ $0$!12'$

2"$-$ -,#%&'$S #. '$! &+ ,���21!�' 'B!"�#'&� %&# �-&' +�!&�'..'2'+! &+ ��.' ,�#2-�/#�. [ #.
$?�U#! /&  4�2, 2�U+"!#%&'S ,�� .' I#�#$ /& ,-!'+!#'. W' !'&�� F+ 'T'! .?".' !�-+S /& V�#!
/' $�  4��U'S $'  -&,.' �& ,-!'+!#'. W' !'&� Q/�+$ .?4�2#.!-+#'+ ".' !�-+#%&'S ~p→ ~p+ e ~A'+ ,�"$'+ ' /?&+ ,-!'+!#'. W' !'&�S 2Y2' $# ~B = ~∇× ~A = ~0R &  ' # � ,-&� 'T'! ,�'2#'�
/' 2-/#^'� .� ,4�$' /' $� V-+ !#-+ /?-+/'� ]+  -2,�'+/ /?�,�1$  ' %&# ,�" 1/' .?#2,-�J!�+ ' %&?#. ,'&! �W-#� $&� .'$ #+!'�V"�'+ '$ %&�+!#%&'$ '! /-+ $&� !-&!'$ .'$ ,�-,�#"!"$
%&# .'&� $-+! �$$- #"'$� �. V�&! I#'+ +-!'� %&'  ' +?'$! ,�$ .'  4�2, 2�U+"!#%&' %&# '$!
#2,-�!�+! 2�#$ .' ,-!'+!#'. W' !'&� & .�  -&�I&�' /'$ !���' !-#�'$ ".' !�-+#%&'$S /�' X .�
V-� ' /' *-�'+!\ −e~v × ~B S +?#+!'�W#'+/�� %&?'+  4�2, V-�!S �.-�$ %&?#. $&�! /?&+  4�2,V�#I.' ,-&� /",4�$'� .'$ V-+ !#-+$ /?-+/'$ [  -+$#/"�-+$ ,�� 'B'2,.' &+ �++'�& 2"!�..#%&'
/' %&'.%&'$ 2# �-+$ /' /#�21!�' !��+$,'� " ,�� &+ �&B 2�U+"!#%&' /' !'..' $-�!' %&?#.
+?0 �#! ,�$ /'  4�2, 2�U+"!#%&' /�+$ .' 2"!�.  -+$!#!&�+! .?�++'�&� *'$ ".' !�-+$ 0 $-+!
$-&2#$ X &+ ,-!'+!#'. W' !'&� +-+ +&. !�+/#$ %&?#.$ +' W-#'+! �& &+  4�2, 2�U+"!#%&' [ .�
 -+/& !#W#!" /?&+ !'. /#$,-$#!#V $'�� 2-/&."' ,�� .?'T'! /?&+ �&BS .� ,"�#-/' /' .?-$ #..�!#-+
"!�+! /-++"' ,�� .' %&�+!&2 /' �&B Φ0 = h/eS  ' %&# �',�"$'+!' &+  4�2, 2�U+"!#%&'
/' $'&.'2'+! %&'.%&'$ ��&$$��' 2�+#1�' U"+"��.' ,&#$%&' .'  4�2, .&# 2Y2' +?'$! ,�$ ,'�!#+'+! !�+! %&?#. �'$!'V�#I.'S -+ .'  -+$#/1�'�� 'B,.# #!'2'+! &+#%&'2'+! /�+$ .'  �$ /?&+ " 4�+!#..-+ $#2,.'2'+!
 -++'B' Q&+ �%&�+!&2 /-!�RS !�+/#$ %&' .?-+ $-&2'!!�� !-&$ .'$ " 4�+!#..-+$ 2&.!#,.'2'+!
 -++'B'$ Q -22' .?�++'�&R /' ,�"V"�'+ ' X &+ �&B 2�U+"!#%&'� �& ,-#+! /' W&' 'B,"J
�#2'+!�.S  ' # +?'$! "W#/'22'+! ,�$ �"�.#$!' &  ','+/�+! -+ ,-&��� $' ��2'+'� X  '  �$
'+  4�2, V�#I.' $# .' ��,,-�! /?�$,' ! /' .?�++'�&S /"^+# ,�� .' %&-!#'+! /' .� $&�V� '
'+$'��"' ,�� .?�++'�& ,��  '..' /& ^. .'  -+$!#!&�+!S '$! $&�$�2'+! U��+/�

]+ � ,& '+!�'W-#� # # .?#2,-�!�+ ' %&' �-&' .'  4�2, 2�U+"!#%&' /�+$ .� ,40$#%&'
2"$-$ -,#%&'� �. �U#! $&� .� ,��!#' V-+/�2'+!�.'2'+! -+/&.�!-#�' /'$ ".' !�-+$� �' # +?'$!
�'+/& ,-$$#I.' %&' ,�� ' %&' .?".' !�-+S '+ !�+! %&' ,��!# &.'  4��U"'S $'  -&,.' �& ,-J!'+!#'. W' !'&�� A#+$#S $# .?-,!#%&' '$! &+ /-2�#+' /' .� ,40$#%&' X  ��� !1�' V-+/�2'+J!�.'2'+! -+/&.�!-#�'S '..' +' ,-$$1/' ,�$  ' ,���21!�' /'  -+!��.' %&?'$! .'  4�2, Q-&
.' �&BR 2�U+"!#%&' %&# ��-&!' $'+$#I.'2'+! X .� �# 4'$$' /' .� ,40$#%&' 2"$-$ -,#%&'
Q ','+/�+! .?-+/' ".' !�-2�U+"!#%&' �  '.� /'  -22-/' %&' .?-+ ,'&! V� #.'2'+!  4�+U'�
$� .-+U&'&� /?-+/'S  ' %&?#. '$! $-&W'+! 2�.�#$" /' V�#�' �W' &+ ".' !�-+R�

��� �� ������	�� �
����	����� ���� 
�� ����
��� ���	��	������
]+ � $'+!# �& ,���U��,4' ,�" "/'+! .' ��.' %&' ,'&W'+! �W-#� .'$ #+!'�V"�'+ '$ %&�+J!#%&'$ $&� .'$ ,�-,�#"!"$ ".' !�-+#%&'$S '! .?#+�&'+ ' #2,-�!�+!' /&  4�2, 2�U+"!#%&' $&�

 '..'$J.X� ]+ W� $?#+!"�'$$'� # # �&B ,�-,�#"!"$ /' !��+$,-�!S +-!�22'+! X .� 2�U+"!- -+J
/& !�+ '� �-22'+��+! ,�� /" �#�' .' 2-&W'2'+! /'$ ".' !�-+$ /�+$ &+ 2#.#'& /"$-�/-++"S
-+ ,��!#�� /' .�  -+/& !#W#!" /' ��&/' 'B,�#2"' '+ !'�2'$ /'  4'2#+$ QV-�2&.�!#-+ /'%'0+2�+ /' .� 2" �+#%&' %&�+!#%&'R ,-&� #+!�-/&#�' .'$ 'T'!$ /' �"!�-/#T&$#-+  -4"�'+!'
'! /' .- �.#$�!#-+ V�#I.' /�$ X /'$ #+!'�V"�'+ '$ '+!�'  4'2#+$ ,��!# &.#'�$� ]+ $?�!!� 4'��
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'+$&#!' X /" �#�' .'$ 'T'!$ /&  4�2, 2�U+"!#%&'S �2'+�+! X .� 2�U+"!- -+/& !�+ ' ,-J
$#!#W'S �&B �& !&�!#-+$ /'  -+/& !�+ 'S �&B -$ #..�!#-+$ /' .� 2�U+"!- -+/& !�+ ' /?&+
 0.#+/�' '! X .?'T'! A4��-+-WJE-42 /�+$ &+ �++'�&�

��6�� ������� �
9�������� ������� �� 9��
9���
]&I.#-+$ &+ #+$!�+! .?�$,' ! 2"$-$ -,#%&' ,-&� +-&$ ,�"-  &,'� /& 2-&W'2'+! /?&+

".' !�-+ /�+$ &+ ,-!'+!#'. /"$-�/-++"� �' ,�-I.12' V�#! #+!'�W'+#� !�-#$ " 4'..'$ /' .-+J
U&'&� [ .� .-+U&'&� /?-+/' /' %'�2# /' .?".' !�-+ λF

S $-+ .#I�' ,�� -&�$ 2-0'+ le
'! .�

!�#..' !0,#%&' /' .?" 4�+!#..-+S /-++"' ,�� &+' .-+U&'&� L Q!-&�-&�$ $&,,-$"' U��+/' ,��
��,,-�! X

λF
S "!�+! /-++" %&' .?-+ "!&/#' .' !��+$,-�! /�+$ &+ " 4�+!#..-+ I'�& -&, ,.&$

U�-$ %&?&+ $#2,.' �!-2'R� "+ �&!�' ,���21!�' '+!�' '+ �'&S %&#  ��� !"�#$' .' 2-&W'2'+!
".' !�-+#%&' [ .� /#2'+$#-+ /' .?'$,� ' d � *�  -2,���#$-+ /' le '! λF

 ��� !"�#$' .� �V-� '�
/& /"$-�/�'S #+/",'+/�22'+! /' .?" 4�+!#..-+ [ ,-&� λF � le

Q$-#! '+ -�' kF le � 1 S -&
h/τe � EF

S EF
"!�+! .?"+'�U#' /' %'�2# /& 2�!"�#�&R -+ ,��.' /' /"$-�/�' ������S !�+/#$

%&' .' /"$-�/�' $'�� /#! �	

 ,-&� λF ≥ le
� F+ /"$-�/�' V�#I.'S .'$  -..#$#-+$ ".�$!#%&'$

$-+! I#'+ $",��"'$ ,�� /'$ ,�� -&�$ '+ W-. .#I�' [  ?'$! &+ �"U#2' $'2#J .�$$#%&' -� .?".' J!�-+ ,'&! Y!�' ,'+$"  -22' &+' ,��!# &.' %&# �'I-+/#! $&� /'$ #2,&�'!"$� F+ �'W�+ 4' .'
/"$-�/�' V-�!  -��'$,-+/ X &+ �"U#2' ,&�'2'+! %&�+!#%&' -� .� V-+ !#-+ /?-+/' /' .?".' J!�-+ +' ,'&! ��2�#$ Y!�'  -+$#/"�"'  -22' ,.�+'S 2Y2' .- �.'2'+!� ��$$-+$ 2�#+!'+�+!
'+ �'W&' .'$ /#W'�$  �$ ,-$$#I.'$�

��	������
 �����
���� �
λF � le � L ≤ le*-�$%&' .' /"$-�/�' '$! V�#I.' '! %&' .' .#I�' ,�� -&�$ 2-0'+ '$! /' .?-�/�' /' .� .-+J

U&'&� /' .?" 4�+!#..-+ Q-& 2Y2' ,.&$ U��+/ [ -+ ,��.' �.-�$ /' �%&�+!&2 ,-#+!  -+!� !�RS
.'$ ".' !�-+$ ,'&W'+! .' !��W'�$'� '+ $&I#$$�+! V-�! ,'& /'  4- $ $&� /'$ #2,&�'!"$ & .'&�
!���' !-#�' '$! &+' $&#!' /' �"�'B#-+$ $&� .'$ I-�/$ /' .?" 4�+!#..-+S �W' /' ���'$ /#VJV&$#-+$ Q.'$  -..#$#-+$ $&� .'$ I-�/$ /?&+ " 4�+!#..-+ ,'& �&U&'&B X .?" 4'..' /' λF

$-+!
/#!'$ ��������
�� & '..'$  -+$!#!&'+! /'$ �"�'B#-+$ ,-&� .� V-+ !#-+ /?-+/' ".' !�-+#%&' '!
+?#+!'�W#'++'+! ,�$ /�+$ .'$ ,�- '$$&$ /' /#T&$#-+S 2Y2' ".�$!#%&'R� *?#2,-�!�+ ' /'$
 -..#$#-+$ $," &.�#�'$ $' !��/&#! $&� .'$ ,�-,�#"!"$ ".' !�-+#%&'$ ,�� .?#+�&'+ ' /' .� V-�2'
U"-2"!�#%&' /' .?" 4�+!#..-+ Q�-+/S  ���"S '! R� *' �"U#2' I�.#$!#%&' $&�W#'+!  -&��22'+!
/�+$ /'$ 4"!"�-�-+ !#-+$ /' $'2#J -+/& !'&�$ ,-&� .'$%&'.$ .' .#I�' ,�� -&�$ 2-0'+ ,'&!
�!!'#+/�' 10µ

2 Q!�+/#$ %&' λF ≈ 300�R�
��	������
 ������� �

λF � le � L�' �"U#2'  -��'$,-+/ X &+ 2"!�. +-�2�.S ,-&� .'%&'. λF ≈ 1� '! le ≈ 100�S '!
/-+! .'$ /#2'+$#-+$ ,'&W'+! /'$ '+/�' �&$%&?�& 2#..#'� /?�+U$!�	2$� *?".' !�-+ $&I#! &+
U��+/ +-2I�' /'  4- $ .-�$ /' $� !��W'�$"' /' .?" 4�+!#..-+� �-+ 2-&W'2'+! '$! I�-
+#'+S
#. �'$$'2I.' X &+' 2�� 4' �."�!-#�' '+!�' .'$ #2,&�'!"$S '! ,'&! Y!�' /" �#!  -22' &+
2-&W'2'+! /#T&$#V  .�$$#%&'S  ��� !"�#$" ,�� &+  -'� #'+! /' /#T&$#-+ D = 1

d
vF le

� *�
/&�"' /' .� !��W'�$"' /' .?" 4�+!#..-+S �,,'."' 
���� �� ������	� τD '$! �.-�$ /-++"' ,�� [
τD = L2/D

� *� /#$!�+ ' ,�� -&�&' ,�� &+ ".' !�-+ �W�+! /' ,'�/�' .� 2"2-#�' /' $�
,4�$' '$! �,,'."' �	�����
 �� �	��
���� �� �����
 +-!"' Lφ

/-++"' ,�� [ Lφ =
√

Dτφ
�

��+$  ' �"U#2'S .' /"!�#. /' .� V-�2' /' .?" 4�+!#..-+$ $'�� $�+$ #2,-�!�+ ' & $'&.' $� !�#..'
#+!'�W#'+/���

�����
��� �� ��������� ����� 
� � ��
! �� ������
 �������
���
 �����
�� " L < Lφ

�
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� �	������
�	� �	

���+$ .'  �$ /& /"$-�/�' V-�!S A+/'�$-+ �y� � #+#!#" .?#/"' %&'  4�%&' ".' !�-+ ,'&!
Y!�'  -+^+" /�+$ &+' ,��!#' /' .?" 4�+!#..-+S $�+$ ,-&W-#� !��W'�$'�  '.&#J # .#I�'2'+! [
.� V-+ !#-+ /?-+/' /' .?".' !�-+ /" �-�! 'B,-+'+!#'..'2'+! X .-+U&' /#$!�+ 'S �W' &+'
.-+U&'&�  ��� !"�#$!#%&' +-!"' ξ S .� �	�����
 �� �	������
�	�� *?".' !�-+ '$! �.-�$ �	������

/�+$ &+' �"U#-+ /' !�#..' ξd �,,'."' �	����� �� �	������
�	�� �' �"U#2'  -��'$,-+/ /-+ X
&+ ��	���
�)�� *?'B#$!'+ ' /?&+' W�.'&�  �#!#%&' /& /"$-�/�'S '+ /'�X /' .�%&'..' .' $0$!12'
'$! 2"!�..#%&'S '! �& /'.X /' .�%&'..' #. /'W#'+! #$-.�+! /",'+/ /' .� /#2'+$#-+ /' .?'$,� ' [
,-&� d = 1 -& d = 2 S .'$ ".' !�-+$ $-+! .- �.#$"$ ,�� &+ /"$-�/�' ��I#!��#�'2'+! V�#I.'S
!�+/#$ %&?X d = 3 &+' !��+$#!#-+ 2"!�.J#$-.�+! �,,����! ,-&� &+' W�.'&� ^+#' /& /"$-�/�'
�(��

*?��-&! /'  '!!' +-&W'..' " 4'..' /' .-+U&'&� ξ W#'+!  -2,.#%&'� +-!�' �+�.0$' /&
2-&W'2'+! ".' !�-+#%&' [ '+ 'T'!S ξ W"�#^' !-&�-&�$ ξ ≥ le

Qξ = le
,-&� &+'  4��+'

&+/#2'+$#-++'..' /?�!-2'$RS '! #. V�&! /#$!#+U&'� .'$  �$ ξ < L '! ξ > L
� ��+$ .'  �$ -�

.?" 4�+!#..-+ '$! U��+/ /'W�+! .� .-+U&'&� /' .- �.#$�!#-+ Qξ < LRS .'$ ".' !�-+$ $-+! I#'+
 -+^+"$ /�+$ /'$ /-2�#+'$ /' .- �.#$�!#-+ Q ?'$! &+ �"U#2' -� .' !��+$,-�! $' V�#! ,��
�$�&!$�/?&+ /-2�#+' X .?�&!�' �HS @�R !�+/#$ %&' /�+$ .'  �$ -�  '.&#J # /'W#'+! ,.&$ U��+/
%&' .?" 4�+!#..-+ Qξ > LRS .?".' !�-+ ,'&! �!!'#+/�'  4�%&' ,�� '..' /' $-+ '+W#�-++'2'+! [
-+ �'!�-&W' �.-�$ .' �"U#2' /#T&$#V Q2"!�..#%&'R�

��6�6 <�:��������� �9
������ �� ��9���
:: �� ��8��9� ��  8���
A ,��!#� /' 2�#+!'+�+!S -+ W� $'  -+ '+!�'� $&� .' �"U#2' /#T&$#VS %&# '$! .'  -+!'B!'

/�+$ .'%&'. .'$ ,4"+-21+'$ %&# +-&$ #+!"�'$$'+! ,'&W'+! $' ,�-/&#�'� A^+ /' /" �#�'
%&�.#!�!#W'2'+! .?'T'! /' .�  -4"�'+ ' /' ,4�$' $&� .' !��+$,-�! ".' !�-+#%&'S -+ W� $?#+J!"�'$$'� X .� ,�-I�I#.#!" %&?� &+ ".' !�-+ $#!&" #+#!#�.'2'+! X &+ ,-#+! ~r /' .?" 4�+!#..-+
/?�!!'#+/�' &+ �&!�' ,-#+! ~r ′ � �-&�$&#W�+! &+' /'$ �#,!#-+ '+ !'�2' /'  4'2#+$S  '!!'
,�-I�I#.#!" P (~r, ~r ′) $?'B,�#2' '+ V-+ !#-+ /' !-&$ .'$  4'2#+$ �-#U+�+! .'$ /'&B ,-#+!$
 -+$#/"�"$S  4�%&'  4'2#+ p

"!�+! �T' !" /?&+' �����
��� /' ,�-I�I#.#!"  -2,.'B' ψp�3S 5� [
P (~r, ~r ′) = |

∑

p

ψp(~r, ~r
′)|2

=
∑

p

|ψp(~r, ~r
′)|2 +

∑

p 6=q

ψp(~r, ~r
′)ψ∗

q (~r, ~r
′)

QyR
*' ,�'2#'� !'�2' /'  '!!' /'�+#1�' "U�.#!" /" �#! .' !��+$,-�! ���������S ,-&� .'%&'. $'&.' .�
,�-I�I#.#!" |ψp|2 �$$- #"' �&  4'2#+ p #+!'�W#'+!S !�+/#$ %&' $� ,4�$' '$! #U+-�"' & .' $' -+/
!'�2' /" �#! .'$ #+!'�V"�'+ '$ '+!�'  4'2#+$ /#T"�'+!$ [  ?'$! $&� .&# %&' .�  -4"�'+ ' /'
,4�$' 'B'� ' $-+ #+�&'+ '� ��#$ �W�+! /' .�  �. &.'�S ��,,'.-+$ .' �"$&.!�!  .�$$#%&' [ /�+$
.'  �$ /?&+ " 4�+!#..-+ 2� �-$ -,#%&'S .'$ ".' !�-+$ ,��!#$ /' ~r ���#W'+! '+ ~r ′ '+ �0�+!
,'�/& .� 2"2-#�' /' .'&� ,4�$' & #. $?'+$&#! %&' .' /",4�$�U' �'.�!#V /' /'&B  4'2#+$
/#T"�'+!$ '$! �."�!-#�'S  ' %&# V�#! /#$,����!�' .' !'�2' /?#+!'�V"�'+ '$ [

Pclas(~r, ~r
′) =

∑

p

|ψp(~r, ~r
′)|2 Q)R

A ,��!#� /' .�  -++�#$$�+ ' /' P S -+ ,'&!  �. &.'� .�  -+/& !#W#!"S2'$&�' ,.&$  -&��+!'
/& !��+$,-�! ".' !�-+#%&'� ��Z ' X .?'B,�'$$#-+  .�$$#%&' /' P %&# W#'+! /?Y!�' /"�#W"'S -+
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-I!#'+! .�  -+/& !#W#!" /' ��&/' [
σ0 = nee

2τe/m
Q(R

-� m '! e /"$#U+'+! �'$,' !#W'2'+! .� 2�$$' 'T' !#W' '! .�  4��U' /' .?".' !�-+S '! ne
.�

/'+$#!" ".' !�-+#%&' W-.&2#%&'� �.&$ ,�" #$"2'+! .�  -+/& !#W#!" '$! �'.#"' X .� ,�-I�I#.#!"
!-!�.' %&?&+ ".' !�-+ ���#W�+! X .� W#!'$$' vF

/?&+  �!" /' .?" 4�+!#..-+ $-#! !��+$2#$ /'
.?�&!�'  �!"� �'!!' ,�-I�I#.#!" /' !��+$2#$$#-+ V�#! #+!'�W'+#� !-&$ .'$  4'2#+$ ,��!�+!
/?&+ I-�/ /' .?" 4�+!#..-+ '! �..�+! X .?�&!�' I-�/� *?'B,�'$$#-+ %&�+!#%&' /& .#'+ '+!�'
.�  -+/& !�+ ' G '! .� !��+$2#$$#-+ /?&+ ".' !�-+ X !��W'�$ .?" 4�+!#..-+ '$! /-++" ,�� .�V-�2&.' /' *�+/�&'� �C� [

G =
e2

h
Tr tt+ QHR

-� e2/h '$! .' %&�+!&2 /'  -+/& !�+ ' Q#. W�&! (26�Ω)−1R '! t .� 2�!�# ' /' !��+$2#$$#-+
/& $0$!12'S %&# ,'&! $?'B,�#2'� '+ V-+ !#-+ /' P (~r, ~r ′)

� A,,.#%&-+$  '!!' V-�2&.' �&  �$
/?&+ I���'�& /' .-+U&'&� L '! /' $&�V� ' S /�+$ .'  �$ -�  '.&#J # '$! ,&� '! /�+$ .'
 �$ -� #. '$! /"$-�/-++" [ '+ .?�I$'+ ' /' /"$-�/�' .'$ ".' !�-+$ $&#W'+! /'$ .#U+'$ /�-#!'$
,���..1.'$ X

L
� *' +-2I�' /'  '$ /�-#!'$ �'.#�+! .'$ /'&B 'B!�"2#!"$ /& I���'�&S $� 4�+!

%&' /'&B  4'2#+$ $",��"$ /' 2-#+$ /' λF
$'�-+! #+/#$!#+U�I.'$ ,-&� .?".' !�-+S  -��'$,-+/

X '+W#�-+ S/λ2
F
S λ2

F

"!�+! .� $&�V� ' !��+$W'�$' -  &,"' ,�� &+ ".' !�-+� �.&$ 'B� !'2'+!
 ' +-2I�'S �,,'." �	��
� �� ������ �� �	����
�	� '$! /-++" ,�� [

M =
k2

FS
4π

Q@R
*� 2�!�# ' /' !��+$2#$$#-+ '$! !-&! $#2,.'2'+! .� 2�!�# ' #/'+!#!" M ×M ,&#$%&' .'$
 �+�&B /'  -+/& !#-+ $-+! #+/",'+/�+!$� ]+ !�-&W' /-+ %&' .�  -+/& !�+ ' /& I���'�&
,&� '$! ����
�� �� ���S '! '$! /-++"' ,�� � [

G = M
e2

h
Q3R

F+ ,�"$'+ ' /' /"$-�/�' Q%&# +-&$ ��21+' /�+$ .' �"U#2' /#T&$#VR .' +-2I�' /'  �+�&B
,��!# #,�+! X .�  -+/& !#-+ /#2#+&' & #. $?�,,'..' �	��
� �� ��
�� �� ������ '! W�&! �yGS yy� [

Meff = M
le
L

Q5R
%&# +?'$! ,�$ +" '$$�#�'2'+! '+!#'�� *�  -+/& !�+ ' /' ��&/' ,'&! $' �"" �#�' �#+$# � [

G0 = Meff
e2

h
= σ0

S
L

QCR
%&# +?'$! ,�$ %&�+!#^"'�

��6�� ���8��������: ����8�:�� �� 9��
9��
���: �
��9�
F!&/#-+$ 2�#+!'+�+! .?'T'! /' .�  -4"�'+ ' /' ,4�$' $&� .' !��+$,-�!S '!  �. &.-+$ ,-&�

 '.� .� ,�-I�I#.#!" %&?&+ ".' !�-+ � /' �'W'+#� X .?'+/�-#! /?-� #. '$! ,��!# [ P (~r, ~r )
� ]+

$?#+!"�'$$' /-+ �&B  4'2#+$ V'�2"$����2# '&B #. '+ '$! /-+! .?#+!'�V"�'+ 'S �'+/&' ,-$$#I.'
U�Z ' X .�  -4"�'+ ' /' ,4�$'S W� �U#� $&� .�  -+/& !#W#!" [  ' $-+! .'$ ,�#�'$ V-�2"'$ ,�� .'$
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I-& .'$ ,�� -&�&'$ /�+$ &+ $'+$ '! /�+$ .?�&!�'S �&B%&'..'$ $-+! �!!�#I&"'$ .'$ �2,.#!&/'$
/' ,�-I�I#.#!" +-!"'$ ψp

'! ψ−p
QW-#� ^U&�' yR� *?4�2#.!-+#'+ /" �#W�+! .?"!�! /'$ ".' !�-+$

'+ ,�"$'+ ' /& ,-!'+!#'. /' /"$-�/�' "!�+! #+W��#�+! ,�� �'+W'�$'2'+! /& $'+$ /& !'2,$S
-+ � [ ψp = ψ−p

� "!#.#$-+$  '!!' /'�+#1�' �'.�!#-+ '+ V�#$�+! �,,����!�' 'B,.# #!'2'+!  '$
,�#�'$ /'  4'2#+ /�+$ .?'B,�'$$#-+ /' P [

P (~r, ~r ) = |
∑

p

ψp(~r, ~r )|2

=
∑

p

|ψp|2 +
∑

p

ψpψ
∗
−p +

∑

p 6=q
S
p 6=−q

ψpψ
∗
q

= 2
∑

p

|ψp|2 +
∑

p 6=q
S
p 6=−q

ψpψ
∗
q

Q�R

]+ W-#! %&' .?#+!'�V"�'+ ' /'$  4'2#+$ U"-2"!�#%&'2'+! #/'+!#%&'$ 2�#$ ,�� -&�&$ '+ $'+$
#+W'�$' '$!  -+$!�& !#W' '! �,,����! $-&$ .� 2Y2' V-�2' %&' .' !'�2'  .�$$#%&'S !�+/#$ %&'
.' !'�2' /?#+!'�V"�'+ ' +'  -+!#'+! ,.&$ %&' /'$  -2I#+�#$-+$ /'  4'2#+$ U"-2"!�#%&'2'+!
/#T"�'+!$� $Z 4-+$ /'  �. &.'� .� 2-0'++' $&� .' /"$-�/�' /' P (~r, ~r ) [ .'$ #+!'�V"�'+ '$
ψpψ

∗
p

'! ψpψ
∗
−p

,-&� p /-++" /",'+/'+! /' .�  -+^U&��!#-+ /& /"$-�/�'S 2�#$ �'$!'+!
 -+$!�& !#W'$S !�+/#$ %&' .'$ !'�2'$ /?#+!'�V"�'+ '$ ψpψ

∗
q
$-+! I�-&#.."$ ,�� .' 2-0'++�U'

$&� !-&!'$ .'$  -+^U&��!#-+$ /' /"V�&!$� ]+ -I!#'+! /-+ [
〈P (~r, ~r )〉 = 2〈Pclas(~r, ~r )〉 QyGR
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�� *' 2-0'++�U' $&� .' /"$-�/�' �'+/ .?#+W��#�+ ' ,�� !��+$J.�!#-+S /' $-�!' %&' 〈P 〉 +' /",'+/ ,�$ /' ~r & /' ,.&$ .� ,�-I�I#.#!"  .�$$#%&' Pclas
'$!

�&!-2-0'++�+!'S '..' +' /",'+/ ,�$ /' .�  -+^U&��!#-+ /?#2,&�'!"$� *� ,�"$'+ ' /'  -4"J
�'+ ' /' ,4�$' $?�W1�' �W-#� ,-&�  -+$"%&'+ ' .� �	������
�	� /'$ ".' !�-+$ '+ �&U2'+!�+!
.� ,�-I�I#.#!" %&?#.$ �'!-&�+'+! �& 2Y2' ,-#+!� �' # $' !��/&#! $&� .' !��+$,-�! ,�� &+'
 -��' !#-+ δσ X .�  -+/& !#W#!" /' ��&/' %&# '$! +"U�!#W'� �'!!' .- �.#$�!#-+ '$! /#!' ������
 �� .?".' !�-+ '$! +"�+2-#+$ .#I�' /' $' /",.� '� /�+$ !-&! .?" 4�+!#..-+� *� /#2'+$#-+ /'
.?'$,� ' #+!'�W#'+! $&� .?#2,-�!�+ ' /'  '!!'  -��' !#-+ %&�+!#%&' [ δσ '$! /?�&!�+! ,.&$
U��+/ '+ W�.'&� �I$-.&' %&' d '$! V�#I.'�
�. �'$!' # # /'&B �'2��%&'$ X V�#�' [ .� ,�'2#1�' '$! %&' .?-+ +?� ,�$ !'+&  -2,!'

/' .� ^+#!&/' /' τφ [ ,��2# .'$ ,�#�'$ /'  4'2#+$  -4"�'+!$S $'&.$  '&B ,�� -&�&$ '+ &+
!'2,$ #+V"�#'&�$ X τφ  -+!�#I&'+! X .� .- �.#$�!#-+ V�#I.'� �. '+ �"$&.!' %&' δσ $'�� Q'+ W�.'&�
�I$-.&'R /?�&!�+! ,.&$ U��+/ %&' τφ '$! U��+/��' ,.&$ #. +-&$ V�&! ,�" #$'� .� /"^+#!#-+ /'
.� /#2'+$#-+ �'T' !#W'� /' .?'$,� ' /�+$ .'  �$ /?&+ " 4�+!#..-+ �+#$-!�-,' /"^+# ,�� /'&B
.-+U&'&�$ L '!W W"�#^�+! W � L Q&+ ^. /' .-+U&'&� L '! /' $' !#-+W d−1 ,�� 'B'2,.'R
'+ ,�"$'+ ' /?&+' .-+U&'&� /'  -4"�'+ ' /' ,4�$' Lφ

^+#' [ d '$! .' +-2I�' /' .-+U&'&�$
$&,"�#'&�'$ X

Lφ
$# .'$ �&!�'$ /#2'+$#-+$ /' .?" 4�+!#..-+ $-+! $-#! +&..'$ Q#�'� "U�.'$ X

λF
RS

$-#! U��+/'$ /'W�+! le Q/' $-�!' %&' .' 2-&W'2'+! $-#! /#T&$#VR 2�#$ #+V"�#'&�'$ X Lφ
� A#+$#

&+ ^. /' .-+U&'&� L� Lφ
'! /' $' !#-+ W 2 �W' le � W < Lφ

S -& &+ �&I�+ /' .-+U&'&�
L� Lφ

'! /' .��U'&�W W"�#^�+! le �W < Lφ
S $'�-+!J#.$ "%&#W�.'+!$S /& ,-#+! /' W&' /'

.� .- �.#$�!#-+ V�#I.'S X &+'  4��+' /?�!-2'$ $!�# !'2'+! y�� �' 2Y2' &+'  -& 4' 2#+ '
2"!�..#%&' /' $&�V� ' L2 S L � φ

S '! /?",�#$$'&� W S le � W < Lφ
 -��'$,-+/�� X

d = 2
�

]+ +-!'�� %&' ,-&�W ≈ le
-+ $-�! /'  '$  -+/#!#-+$ [ -+ '+!�' �.-�$ /�+$ &+ �"U#2' -� .'

2-&W'2'+! ".' !�-+#%&' '$! /#T&$#V /�+$  '�!�#+'$ /#�' !#-+$ '! I�.#$!#%&' /�+$ /?�&!�'$�
*' $' -+/ ,-#+! %&?#. �'$!' X " .�#� #�  -+ '�+' .� �"�.#$�!#-+ 'B,"�#2'+!�.' /' .�

2-0'++' $&� .' /"$-�/�' [ ,.&!�! %&' /?'T' !&'� &+ U��+/ +-2I�' /' 2'$&�'$ $&� /'$
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,'!#!$ " 4�+!#..-+$ QL < Lφ
R -+ ,'&! &!#.#$'� &+ " 4�+!#..-+ +-+  -2,.1!'2'+!  -4"�'+! [

#. $'  -2,-�!'  -22' (L/Lφ)
d " 4�+!#..-+$ #+/",'+/�+!$S /' $-�!' %&' .� 2-0'++' $' V�#!

+�!&�'..'2'+!� A#+$# &+' 'B,"�#'+ ' /' .- �.#$�!#-+ V�#I.' ,'&!J'..' Y!�' 'T' !&"' $&� &+
" 4�+!#..-+ 2� �-$ -,#%&' & -+ $' $-&W#'+/�� +"�+2-#+$ %&' .?�$,' ! I�$$' !'2,"��!&�'
�'$!' #2,-�!�+! ,-&� %&' Lφ

$-#! U��+/S '! /-+ δσ �

��6�> 7��� �� ��
�� �
�:������ � �
�:�����:����
:��
�.  -+W#'+! 2�#+!'+�+! /?"!&/#'� .?'T'! /&  4�2, 2�U+"!#%&' H $&� .' !��+$,-�!� ]+

$' �'$!�'#+/�� &+#%&'2'+! X &+  4�2, V�#I.'S /' $-�!' %&' .?-+ ,&#$$' +"U.#U'� $-+ 'T'!
$&� .'$ !���' !-#�'$ ".' !�-+#%&'$ '! %&' $'&. .?'T'! /& ,-!'+!#'. W' !'&� ~A $-#! ,'�!#+'+!�
�. �'$!' %&' $� ,�"$'+ ' /",4�$' .'$ �2,.#!&/'$ /' ,�-I�I#.#!" /'$  4'2#+$  -+$#/"�"$ ,.&$
4�&!S /' $-�!' %&?#. V�#..' �'2,.� '� ψp

,�� [
ψp → ψ̃p = ψp exp iϕp

QyyR
-� .' /",4�$�U' ϕp

� %&#$ ,�� .'  4'2#+ p '$! �'.#" �&  4�2, ,�� [
ϕp =

e

h̄

∮

Cp

~A.~dl = 2π
Φp

Φ0

Qy)R
-� .?#+!"U��.'  &�W#.#U+' '$! V�#!' .' .-+U /&  4'2#+ Cp

V'�2"S '! -� Φp
/"$#U+' .' �&B

2�U+"!#%&' '+$'��" ,��  '  4'2#+S W�.�+! [ Φp = HSp
S Sp

"!�+! .� $&�V� ' /&  4'2#+
p
� F+^+ Φ0 = h/e /"$#U+' .' %&�+!&2 /' �&B 2�U+"!#%&'� *?'T'! /&  4�2, 2�U+"!#%&'

.�#$$' 2�#+!'+�+! W-#� $-+ 'T'! ,�#+ #,�. [ #. I�#$' .?#+W��#�+ ' ,�� �'+W'�$'2'+! /& $'+$ /&
!'2,$� �' # $' !��/&#! ,�� &+' ,'�!' /' .� ,�-,�#"!" /' �"!�-/#T&$#-+  -4"�'+!' [ ψ̃p 6= ψ̃−p �� .'$ /",4�$�U'$ �$$- #"$ �&B  4'2#+$ p '! −p $-+! -,,-$"$ [ ϕp = −ϕ−p

� *� ,�-I�I#.#!"
P /'W#'+! �.-�$ [

P (~r, ~r,H) =
∑

p

|ψp|2(1 + exp 2iϕp) +
∑

p 6=q
S
p 6=−q

ψ̃pψ̃
∗
q
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*'$  4'2#+$ p '+$'���+! /'$ $&�V� ' /#T"�'+!'$S #.$ � %&#1�'+! /'$ ,4�$'$ /#T"�'+!'$S  '
%&# V�#! $?"W�+-&#� .' !'�2' /' .- �.#$�!#-+ V�#I.'� ]+ !�-&W' �.-�$ 〈P (H 6= 0)〉 = Pclas

� ���
 -+$"%&'+! &+ ,'!#!  4�2, 2�U+"!#%&' ,�-W-%&' .?�&U2'+!�!#-+ /' .�  -+/& !#W#!" [ #.
$?�U#! /?&+' �����
	�	����
���� �	��
��� �3� [

∂2δσ

∂H2
> 0 QyHR

]+ !�-&W'�� $&� .� ^U&�' ) &+'  -&�I' 'B,"�#2'+!�.' /' 2�U+"!- -+/& !�+ ' %&' +-&$
�W-+$ 'T' !&"' $&� &+ '+$'2I.' /' ^.$� F+ �"�.#!" .'$ ,�'2#1�'$ #+!'�V"�'+ '$ I�-&#.."'$
$-+!  '..'$ /'$  4'2#+$ .'$ ,.&$ .-+U & -�  '&BJ # +?#+!'�W#'++'+! %&' $# .'&� /&�"' '$!
#+V"�#'&�' X

τφ
� ���  -+$"%&'+! .'  4�2, 2�U+"!#%&' +?'B'� '�� $-+ #+�&'+ ' %&?X ,��!#�

/?&+'  '�!�#+' W�.'&�Hc
!'..' %&' [ 2ϕp ≈ 2π �W' Sp ≈ Dτφ

 �� .' 2-&W'2'+! '$! /#T&$#VS
$-#! [Hc = Φ0/(2Dτφ) = Φ0/(2L

2
φ)

� �'.� �'W#'+! X /#�' %&?#. V�&! 2'!!�' '+W#�-+ &+ /'2#J

y)
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�
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�� �� ������� p
�
 q

�	�����
 ��� ���� �	��
�� ���� �������
�	���� ����

��
 ��� ��
���� Spq � �� ���� �� �
������ � 	�� ����� �����
���� H �����

�� ��������� �
	�	

�	���� �� ��� Φpq = HSpq

�

%&�+!&2 /' �&B /�+$ &+' $&�V� ' L2
φ
,-&�  -22'+ '� X I�#$'� .� .- �.#$�!#-+ V�#I.' Q/�+$

.'  �$ /?&+ ^. W"�#^�+! W < Lφ < LS #. V�&! �'2,.� '� L2
φ
,�� WLφ

/�+$ .'$ 'B,�'$$#-+$
,�" "/'+!'$ [ #. V�&! �.-�$ 2'!!�' &+ /'2#JΦ0

/�+$ WLφ
R�

��6�� �9����
���:� �:���8��99�� �� ��:����
:��� 78��������
� ����
��
�	�� �� �	����
����
�'W'+-+$ X .?'B,�'$$#-+ U"+"��.' /' P ,-&� &+ " 4�+!#..-+ /#T&$#V  -4"�'+! QL < Lφ

RS
2�#$ '+ ,�"$'+ ' /'  4�2, 2�U+"!#%&' [

P (~r, ~r ′, H) =
∑

p

|ψ̃p(~r, ~r
′)|2 +

∑

p 6=q

ψ̃p(~r, ~r
′)ψ̃∗

q (~r, ~r
′)

=
∑

p

|ψp(~r, ~r
′)|2 +

∑

p 6=q

ψp(~r, ~r
′)ψ∗

q (~r, ~r
′) exp i(ϕp(H) − ϕq(H))

Qy@R

� # .'$  4'2#+$ +' $-+! ,.&$ V'�2"$S .'$ /",4�$�U'$ ϕp
�'$!'+! /"^+#$ ,�� .?#+!"U��.' /&

,-!'+!#'. W' !'&� .' .-+U /&  4'2#+ Cp
2�#$ Φp

+?'$! ,.&$ /"^+#� F+ �'W�+ 4' /'&B  4'2#+$
p '! q /#T"�'+!$ '+$'��'+! &+' $&�V� ' Spq

/' $-�!' %&' ϕp − ϕq = 2πΦpq/Φ0
�#! &+ $'+$

'+ !'�2' /& �&B Φpq = HSpq
'+!�' .'$  4'2#+$ p '! q QW-#� ^U&�' (R� �-+$#/"�-+$ X

,�"$'+! &+ " 4�+!#..-+ 2"$-$ -,#%&' QL < Lφ
R /-+! -+ 2'$&�' .� 2�U+"!- -+/& !�+ '�
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2-/&.'� .�  -+/& !�+ ' /' 2�+#1�' �,,��'22'+! '���!#%&'S 2�#$ +"�+2-#+$ /"!'�2#+#$!'
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�&#$%&' .?'2,�'#+!' 2�U+"!#%&' /' .?" 4�+!#..-+ /",'+/ /' .� ,-$#!#-+ /'  4�%&' /"JV�&!S #. '$! I#'+J$�� #2,-$$#I.' /' .� ,�"W-#�� ]+ ,'&!  ','+/�+! .�  ��� !"�#$'� $!�!#$!#J
%&'2'+! & -+ W� ,-&�  '.� $' ,.� '� /�+$ .' �"U#2' /#T&$#V� $-&! /?�I-�/ .� 2�U+"!- -+J
/& !�+ ' 2-0'++'  -��'$,-+/S  -22' -+ .?� W& �& ,���U��,4' ,�" "/'+!S X .� .- �.#$�!#-+V�#I.' & '+$&#!' -+ ,'&!  �. &.'� .� W��#�+ ' /'$ �& !&�!#-+$ & -+ -I!#'+! [

δG =
(〈

(G− 〈G〉)2
〉)1/2

= α
e2

h
Qy3R

-� α '$! &+  -'� #'+! /' .?-�/�' /' .?&+#!"S %&# /",'+/ /' .� /#2'+$#-+ /' .?'$,� '� �'$
�& !&�!#-+$ +' /",'+/'+! ,�$ /' .� W�.'&� /' GS  ' ,-&�%&-# '..'$ $-+! /#!'$ �����
�
������ /�+$ .� 2'$&�' -� '..'$ +' /",'+/'+! +# /& /"$-�/�' !�+! %&' .' 2-&W'2'+! /'$
".' !�-+$ �'$!' /#T&$#VS +# /' .� !�#..' /' .?" 4�+!#..-+ !�+! %&?#. �'$!' 2"$-$ -,#%&'� F..'$
$' /#$!#+U&'+! /-+ I#'+ /' $#2,.'$ �& !&�!#-+$ $!�!#$!#%&'$ %&# /" �-#$$'+! .-�$%&' .?-+
�&U2'+!' .� !�#..' /' .?" 4�+!#..-+�

]+ W#'+! /' $?#+!"�'$$'� X .� �& !&�!#-+ /' .�  -+/& !�+ ' /?&+ " 4�+!#..-+ /-++"
'+ V-+ !#-+ /&  4�2, 2�U+"!#%&' & -+ ,'&! �&$$# $?#+!"�'$$'� X .� �& !&�!#-+ /'  '!!'
2Y2'  -+/& !�+ ' X  4�2, ^B' 2�#$ ,-&� ,.&$#'&�$ " 4�+!#..-+$ 2� �-$ -,#%&'2'+!
#/'+!#%&'$� ]+ W-#! I#'+ %&?'+ /",.���+! /'$ #2,&�'!"$ -+ �T' !' !-&$ .'$  4'2#+$ %&#
,�$$�#'+! ,��  '..'$J #S /' $-�!' %&' .' !'�2' /?#+!'�V"�'+ ' /' P (~r, ~r ′) $' W-#! "W-.&'� /'
2�+#1�' '���!#%&'S !-&!  -22' $-&$ .?'T'! /&  4�2, 2�U+"!#%&' �y@S y3�� ]+ !�-&W' .X
�&$$# %&' .� W��#�+ ' /' .� �& !&�!#-+ /' .�  -+/& !�+ ' /?" 4�+!#..-+ X " 4�+!#..-+ W�&! [
δG = e2/h

�
F+^+ #. �'$!' &+ ,���21!�' %&?#. '$! "W'+!&'..'2'+! ,-$$#I.' /' V�#�' W��#'� Q!-&! �&

2-#+$ /�+$ .'$ $'2#J -+/& !'&�$R [ #. $?�U#! /' .� ,-$#!#-+ /& +#W'�& /' %'�2#� A^+ /'
W-#� .?'T'! /'  '!!' W��#�!#-+ $&� .�  -+/& !�+ 'S 'B,.# #!-+$ .� /",'+/�+ ' '+ "+'�U#' /'$
�2,.#!&/'$ /' ,�-I�I#.#!"ψp

S '!  ' /�+$ .'  �/�' /' .?�,,�-B#2�!#-+ $'2#J .�$$#%&' QW�.�I.'
&+#%&'2'+! ,-&� &+ /"$-�/�' V�#I.'R� ]+ +' �'!#'+! �.-�$ %&' .'$  4'2#+$  .�$$#%&'$ �W' [

ψp = |ψp| exp i
(

Sp −
Etp
h̄

) Qy5R
-� Sp

'$! .?� !#-+ �$$- #"' �&  4'2#+ pS tp $� /&�"'S '! F .?"+'�U#' /' .?".' !�-+ %&# .' $&#!�
*'$ ".' !�-+$ %&# #+!'�W#'++'+! /�+$ .' !��+$,-�! "!�+! '$$'+!#'..'2'+!  '&B %&# $-+! �&
+#W'�& /' %'�2#S -+ ,'&! $' �'$!�'#+/�' X

E = EF
� � # �&$$# .?#+�&'+ ' /' EF

$' !��/&#! $&�
.� ,4�$' /' .?�2,.#!&/' /' ,�-I�I#.#!"S '! /-+ -+ &+ I�-&#..�U' /'$ #+!'�V"�'+ '$ #/'+!#%&'
�&B /'&B  �$ ,�" "/'22'+! "!&/#"$� �'!!' ,�-,�#"!" /?"%&#W�.'+ ' $' +-22' �
�	����
� [
#. $&�!S ,-&�  4�+U'� /?" 4�+!#..-+S $-#! /?'+ 2-/#^'� .�  -+^U&��!#-+ /& /"$-�/�'S $-#!
/'  4�+U'� .'  4�2, 2�U+"!#%&'S $-#! '+^+ /' /",.� '� .' +#W'�& /' %'�2#�y(S y5�� �'!!'
,�-,�#"!" '$! ,�-,�' �& �"U#2' /#T&$#VS %&# 2'! '+ �'& &+ U��+/ +-2I�' /' !���' !-#�'$
 .�$$#%&'$� F..' /#$,����! /�+$ .' �"U#2' .- �.#$"S -� $'&.$ %&'.%&'$  4'2#+$ ".' !�-+#%&'$
#+!'�W#'++'+! /�+$ .�  -+/& !#-+�

]+ $'+!  ','+/�+! I#'+ %&?&+' #+^2' W��#�!#-+ /' H -& /' EF
+' W� ,�$  4�+U'�

.?" 4�+!#..-+ /& !-&! �& !-&!S 2�#$ %&?#. 'B#$!' &+ $'&#.� �. $&�! /' $' $-&W'+#� %&' .'$
,�'2#1�'$ !���' !-#�'$ �T' !"'$ ,�� .'  4�2, 2�U+"!#%&' $-+! .'$ ,.&$ .-+U&'$ ,-&� W-#�
%&'  '.&#J # +?�&�� /?'T'! %&' $?#. '$! $&,"�#'&� X .� W�.'&�Hc

/"�X "W-%&"' Q2�#$ ,&#$%&?# #
-+ � $&,,-$" .?" 4�+!#..-+ '+!#1�'2'+!  -4"�'+!SHc

 -��'$,-+/ X &+ Φ0
/�+$ .� $&�V� ' S/' .?" 4�+!#..-+ [Hc = Φ0/S R� �' 2Y2' .?"%&�!#-+ Qy5R +-&$ 2-+!�' %&' .'$ #+!'�V"�'+ '$

�$$- #"'$ �&  4'2#+ p +' $'�-+! I�-&#.."'$ %&' $# ∆Etp/h̄ ≈ 2π
� � # �&$$#  ' $-+! .'$

yH



 4'2#+$ .-+U$ %&# $-+! �T' !"$ .'$ ,�'2#'�$� �-&� &+ " 4�+!#..-+  -4"�'+! QL < Lφ
RS  '$

 4'2#+$ -+! &+' /&�"' τD = D/L2 /' $-�!' %&' .� W��#�!#-+ /' EF
/'W#'+! $'+$#I.' $#

'..' /",�$$' .� W�.'&� Ec = h/τD = hD/L2 �,,'."' ���
��� �� ��	������ *'$ %&�+!#!"$
Hc

'! Ec
�,,���#$$'+!  -22' /'$ U��+/'&�$  ��� !"�#$!#%&'$ /?&+'  -��".�!#-+ [ /'&B

" 4�+!#..-+$ 2# �-$ -,#%&'2'+! #/'+!#%&'$ +' $'�-+! W��#2'+! /" -��"."$ /& ,-#+! /' W&'
/' .'&�$ ,�-,�#"!"$ ".' !�-+#%&'$ %&' $?#.$ $-+! $-&2#$ X /'$ W�.'&�$ /'  4�2, /#T"��+!
/' ,.&$ /' Hc

S -& $# .'&�$ ,-!'+!#'.$  4#2#%&'$ /#T1�'+! /' ,.&$ /' Ec
� A&!�'2'+! /#!S

#. V�&!  4�+U'� H /' Hc
-& EF

/' Ec
,-&�  4�+U'� /?" 4�+!#..-+� ]& I#'+ '+ -�' $#

.?-+ W'&!  -++��!�' .�  -+/& !#W#!" 2-0'++' ,�� 'B'2,.'S ,.&!�! %&' /' 2-0'++'� $&� .'$
 -+^U&��!#-+$ 2# �-$ -,#%&'$ /'$ /"V�&!$ -+ ,'&! 2-0'++'� $&� .'  4�2, 2�U+"!#%&' $&�
&+' ,.�U' U��+/' /'W�+! Hc

-& $&� .' +#W'�& /' %'�2# $&� &+' ,.�U' U��+/' /'W�+! Ec
�

�&�+! X .�  -+^U&��!#-+ /& /"$-�/�'S #. '$! /#� #.' /' /-++'� &+' U��+/'&� 2'$&��+! $�
W��#�!#-+ & /'&B " 4�+!#..-+$ ,40$#%&'2'+! /#T"�'+!$ �&�-+! X  -&, $�� /'$  -+^U&��!#-+$
2# �-$ -,#%&'$ V-�! /#T"�'+!'$S '! $'�-+! /-+ �I$-.&2'+! /" -��"."$�

��6�D 7��� �� ��= �
�:������ � ����99
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]+ � �&$%&?# #  -+$#/"�" .' !��+$,-�! /�+$ /'$ " 4�+!#..-+$ $#2,.'2'+!  -++'B'$ $-&J2#$ X &+  4�2, 2�U+"!#%&'� ]+ W� 2�#+!'+�+! $?#+!"�'$$'� �&B U"-2"!�#'$ /-&I.'2'+!

 -++'B'$ [  0.#+/�'  �'&B '! �++'�&S !��+$,'� "$ ,�� &+ �&B 2�U+"!#%&' Φ
�

� ��� � 	�� ������
� � 	������
�	�� �� �� �	����
���� �	����� ��
�	������ �� Φ0/2�+!"�'$$-+$ +-&$ # # X .� .- �.#$�!#-+ V�#I.' /�+$ &+  0.#+/�' /' 4�&!'&� U��+/' /'W�+!
Lφ

S /' $-�!' %&' $�  -+/& !�+ ' $-#! "U�.' X $� W�.'&� 2-0'++"' $&� .' /"$-�/�'S 2�#$
/'  #� -+V"�'+ ' #+V"�#'&�' X

Lφ
S /' $-�!' /'$  4'2#+$ %&# V-+! .' !-&� /&  0.#+/�' $-#'+!

 -4"�'+!$ QW-#� ^U&�' HR� $�-#$ !0,'$ /'  4'2#+$ V'�2"$ �,,���#$$'+! +�!&�'..'2'+! [  '&B
%&# +' V-+! ,�$ .' !-&� /&  0.#+/�'S +-!"$ p0

S  '&B %&# '+ V-+! .' !-&� /�+$ .' $'+$  4-#$#
,-$#!#V ,-&� .' �&BS '! +-!"$ p+

S '!  '&B %&# .' V-+! /�+$ .?�&!�' $'+$S +-!"$ p− � *'$ ,�'2#'�$
+?'+$'��'+! ,�$ /' �&B 2�U+"!#%&'S /' $-�!' %&?#.$ +' /",'+/'+! ,�$ /' Φ [ ψ̃p0

= ψp0

& -+
,'&! .'$ #+ .&�' /�+$ .� ,��!#'  .�$$#%&' /' .�  -+/& !�+ '� *'$ $' -+/$ $-+! �T' !"$ ,��
.' �&BS 2�#$ � %&#1�'+! !-&$ .' 2Y2' /",4�$�U' [ ϕp+

= ϕ+ = 2πΦ/Φ0

� �' 2Y2' ,-&�
.'$ !�-#$#12'$ [ ϕp

−

= ϕ− = −2πΦ/Φ0

� �' # "!�+! �'2��%&"S 〈P 〉 $?" �#! [
〈P (~r, ~r,Φ)〉 =

∑

p0

|ψp0
|2 +

∑

p+

|ψp+
|2 exp 2iϕ+ +

∑

p
−

|ψp+
|2 exp 2iϕ−

= P0 + P1 cos 4π
Φ

Φ0

QyCR
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�	�� �� �	����
���� /" �#!'$
,�� A.!$4&.'�S A�-+-W '! �,#W�� �yC� /�+$ .'  �$ /?&+ " 4�+!#..-+ /-&I.'2'+!  -++'B'� *�
,"�#-/# #!" /'  '$ -$ #..�!#-+$ '$! /' Φ0/2

� ]+ -I!#'+! .' 2Y2' ,4"+-21+' '+ �'2,.���+!
.'  0.#+/�' ,�� &+ '+$'2I.' /?�++'�&B  -++' !"$S -& ,�� &+' U�#..'� �# .'  0.#+/�' � &+'
",�#$$'&�W S !-&$ .'$  4'2#+$ ,�$$�+! ,�� &+' 2Y2' I��+ 4' +' $'�-+! ,�$ /",4�$"$ /' .�
2Y2' V��-+ [ ,-&� &+  4�2,  -��'$,-+/�+! X &+ Φ0

/�+$ 2πRW S  '$  4'2#+$ #+!'�V1�'+!
/' 2�+#1�' /'$!�& !#W' '! .'$ -$ #..�!#-+$ /#$,����$$'+!� *'&� �2,.#!&/' '$! /-+ 2-/&."'
,�� .�  -&�I' /' .- �.#$�!#-+ V�#I.' /?&+ ^. /' .-+U&'&� 2πR '! /' .��U'&� W �y�S )G��

� ��� � 	�� ������ ������ � 	������
�	�� �� �� �	����
���� ��
�	������ �� Φ0
��� �


���
	�	���	���
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2R

L

Φ

���� H # ��� ��� �������	�� 

�����
��� �� ������
� �	�
 ���	��	������ �R < Lφ

� 
�����
��� �� �	�����
 ��
 ���
	��	����� �L� Lφ

��

�-&� ^+#� .?"!&/' /& !��+$,-�! /�+$ &+ $0$!12' 2"$-$ -,#%&' #. +-&$ �'$!' X '+W#$�U'�
.'  �$ /?&+ �++'�&  -4"�'+! &+#%&' !��+,'� " ,�� &+ �&B 2�U+"!#%&' Φ

� �',�'+�+! .?�+�J.0$' '+!�2"' ,-&� .'$ �& !&�!#-+$ /'  -+/& !�+ ' '! .� /#$!#+ !#-+ '+!�'  4'2#+$ V�#!'
 #J/'$$&$S -+  �. &.' /' +-&W'�& P (~r, ~r ′,Φ) -� ~r '! ~r ′ $-+! /' ,��! '! /?�&!�' /' .?" 4�+J!#..-+� ]+ +-!'�� /?&+ #+/# ' +

.'$  4'2#+$ �..�+! /' ~r X
~r ′ '+ ,�$$�+! ,�� .� I��+ 4'

$&,"�#'&�' /' .?�++'�&S '! /?&+ #+/# '−  '&B ,�$$�+! ,�� .� I��+ 4' #+V"�#'&�' QW-#� ^U&�'
@R� �. W#'+! [

P (~r, ~r ′,Φ) =
∑

pν ,qν ,ν=±

ψpν
(~r, ~r ′)ψ∗

qν
(~r, ~r ′) exp i(ϕpν

(Φ) − ϕqν
(Φ))

+
∑

pν ,q
−ν ,ν=±

ψpν
(~r, ~r ′)ψ∗

q
−ν

(~r, ~r ′) exp i(ϕpν
(Φ) − ϕq

−ν
(Φ))

Qy�R
�'&B  4'2#+$ ,�$$�+! /�+$ .� 2Y2' I��+ 4' /' .?�++'�& '+$'��'+! &+ �&B +&.S /'

$-�!' %&' .� ,�'2#1�' $-22' +' /",'+/ ,�$ /& �&B & /'&B  4'2#+$ ,�$$�+! ,�� .'$ /'&BI��+ 4'$ -,,-$"'$ � %&#1�'+! &+ /",4�$�U' #+/",'+/�+! /'  '$  4'2#+$S /?-� [
P (~r, ~r ′,Φ) =

∑

pν ,qν ,ν=±

ψpν
(~r, ~r ′)ψ∗

qν
(~r, ~r ′)

+
∑

pν ,q
−ν ,ν=±

ψpν
(~r, ~r ′)ψ∗

q
−ν

(~r, ~r ′) exp 2iπν
Φ

Φ0

= P ′
0 + P ′

1 cos 2π
Φ

Φ0

Q)GR

�. �,,����! %&' .�  -+/& !�+ ' /?&+ �++'�& &+#%&' -$ #..' �W' .� ,"�#-/' Φ0
[  ?'$!

.?�,,.# �!#-+ /' .?�� �
 ���
	�	���	�� �& $-.#/' �yH�� �. '$! .' V�&#! /' .?#+!'�V"�'+ ' '+!�'

.'$ ,��!#'$ /' .� V-+ !#-+ /?-+/' /?&+ ".' !�-+ %&# ,�$$'+! /�+$  4� &+' /'$ I��+ 4'$
/' .?�++'�&S '! %&# $-+! /",4�$"'$ .?&+' ,�� ��,,-�! X .?�&!�' /?&+' %&�+!#!" 2πΦ/Φ0

&
 ?'$! .' ,'+/�+! '+ ,40$#%&' 2"$-$ -,#%&' /' .?'B,"�#'+ ' /'$ V'+!'$ /?�-&+U '+ -,!#%&'
Q.� ,�'2#1�' 'B,"�#'+ ' 2-+!��+! .?'T'! /#�' ! /& ,-!'+!#'. W' !'&� $&� .'$ ".' !�-+$ '$!
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+

p-

Φ

���� @ # �� � 	��
�
���� ��� ��� ������� �����
 � 	�� �	
� 
 � 	��

� � 	�� �����
���	� �����
���
�� �� �������p+

�
�����
������
 p−
� ���� ������
 ��
 �� �
����� ����
���
� �
�����
����

���
 ��� �
���
�� �� � 	������� �� ��� �
���� �� ����� ��

� ��� ������� ��
 �
	�	

�	������
�� ��� Φ 

���
���
 � 	�������

&+' 'B,"�#'+ ' /?#+!'�V"�'+ ' '+!�' /'&B V�#$ '�&B ".' !�-+#%&'$ /�+$ .' W#/' '+!-&��+! &+
�&BR� ]+ +-!'�� %&'  '! 'T'! /#T1�' /' .� �"!�-/#T&$#-+  -4"�'+!'S '! %&' .'$ /'&B ,'&W'+!
/-+  -'B#$!'� Q'+  4�2, V�#I.'R� *� ,4�$' /' .?-$ #..�!#-+ A4��-+-WJE-42 /",'+/ /' .�
 -+^U&��!#-+ /& /"$-�/�'S /' $-�!' %&' .'$ -$ #..�!#-+$ '+ Φ0

+' �"$#$!'+! ,�$ X .� 2-0'++'
$&� .' /"$-�/�'S '! $'�-+! /-+ �I$'+!'$ �W' &+  0.#+/�' ,�� 'B'2,.' �y)��
$'�2#+-+$ ,�� %&'.%&'$ 2-!$ $&� &+ " 4�+!#..-+ �"'.S /' .��U'&� ^+#' '! ,.� " /�+$

&+  4�2, 2�U+"!#%&' [ .'$ -$ #..�!#-+$ A4��-+-WJE-42 $-+! ,�"$'+!'$ 2�#$ .'+!'2'+!
2-/&."'$ '+ �2,.#!&/' Q�W' &+' ,"�#-/'  ��� !"�#$!#%&' %&#  -��'$,-+/ X &+  4�2,
"%&#W�.'+! X

Φ0
/�+$ .� $&�V� ' /& ^.R '! $&,'�,-$"'$ �&B �& !&�!#-+$ /'  -+/& !�+ '

Q�W' &+  4�2, /'  -��".�!#-+  -��'$,-+/�+! �&$$# X &+ Φ0
/�+$ .� $&�V� ' /& ^.R� ]+

!�-&W'�� $&� .� ^U&�' 3 &+'  -&�I' 'B,"�#2'+!�.' %&' +-&$ �W-+$ -I!'+&' X ,��!#� /?&+
�++'�& V�I�#%&" /�+$ &+' 4"!"�-�-+ !#-+ GaAs/GaAlAs�

��� �� �����	��������� ��� ����
��� ���	��	������
*' I&! /'  '!!' /'�+#1�' $' !#-+ '$! /' ,�$$'� '+ �'W&' .'$ ,�-,�#"!"$ !4'�2-/0+�2#%&'$

/'$ $0$!12'$ 2"$-$ -,#%&'$S '! /'  .-�' �#+$# .'  4�,#!�' #+!�-/& !#V� �.&$ ,�" #$"2'+! .'$
,�-,�#"!"$ $,' !��.'$ $'�-+! �I-�/"'$S �#+$# %&' .'&� �,,.# �!#-+ �& 2�U+"!#$2' -�I#!�.S
�W' +-!�22'+! &+' ,�-,�#"!" $,' !� &.�#�' [ .� ,�"$'+ ' /'  -&��+!$ ,'�2�+'+!$  #� &J.�+! .' .-+U /?&+ �++'�& '+ ,�"$'+ ' /?&+  4�2, 2�U+"!#%&'� �-&$ +-&$  -+ '+!�'�-+$
,��  -+$"%&'+! $&�!-&! $&� .� V-�2' �++&.�#�'S /?�I-�/ ,&�'2'+! &+#/#2'+$#-++'..'S ,&#$
'+$&#!' �W' &+' $' !#-+ ^+#'��-&$ W'��-+$ �.-�$ ,��2# .'$ ,�-,�#"!"$ �'+ -+!�"'$ .'$%&'..'$
$' U"+"��.#$'+! X &+ " 4�+!#..-+ /' V-�2' ��I#!��#�'� ]+ +"U.#U'�� ,��!-&! .'$ #+!'�� !#-+$
'+!�' ".' !�-+$ & %&�+! �& $,#+ #. $'�� ,&�'2'+! '! $#2,.'2'+! -&I.#"S  �� $-+ $'&. 'T'!
'$! /' /-&I.'� .� /"U"+"�'$ '+ ' /'  4�%&' "!�! ".' !�-+#%&'�
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���� 3 # �����
	
����
���� � 	�� ������ ���	��	����� �L ≈ Lφ ≈ 6µ�
� ������	����
��


���
�
	�	��
�	� GaAs/GaAlAs�� �� 	���
�� 
 

�� ��� ����� ��� 	������
�	�� �� Φ0/2���� 

���� �� �	������
�	� ������ �	�������
 ��� 	������
�	�� �� �	����
����� ��� � 	����
�	������
 
��������
 �	�
 ������
 ����� ��� 	������
�	�� �� Φ0

��� �
 ���
	�	���	����
�� 	���
�� ����� ��� ��
��
�	� ���
� �� �� �	����
���� ���� ���
��
�	�� �� �	����
�����
�
 ��� �	����
�	� �� � 	�����
��� ��� 	������
�	�� �� Φ0

��� �	�
 ���� 
 �� ����

�
�	� ��
����� �����
���� ���� ��� � �� �� ��
���
 ���� �W = 0.2µ�

��

����� 	�
::�
� �:�����:���::�9
*' 2-/1.' .' ,.&$ $#2,.' %&' .?-+ ,&#$$' #2�U#+'� '$! /'  -+$#/"�'� &+ �++'�& ,&�'2'+!

&+#/#2'+$#-++'. /'  #� -+V"�'+ ' *S !��W'�$" ,�� &+ �&B 2�U+"!#%&' Φ QW-#� ^U&�' 5R
�)yS ))S )(S )HS )@S )3�� ]+ +"U.#U' .?�&!-J#+/& !#-+ /?&+' !'..' I-& .'S $# I#'+ %&' .' �&B
.� !��W'�$�+! '$! &+#%&'2'+! ^B" ,�� .'  4�2, 'B!"�#'&�� ]+ $&,,-$' /' ,.&$ %&' +-!�'
$0$!12' '$! ,��V�#!'2'+!  -4"�'+! QL� Lφ

R /' $-�!' %&?#. $-#! /" �#! ,�� &+ 4�2#.!-+#'+
QX &+ ".' !�-+R /-++" ,�� [

H(Φ) =
1

2m
(~p+ e ~A)2 + V (~r) Q)yR

yC



Φ

L

���� 5 # ���
����
�
�	� ������
���� � 	�� ������ ����������	���� �� �	�����
 L 

���
��
��
 �� ��� �����
���� Φ �

-� V (~r) �',�"$'+!' .' ,-!'+!#'.  �"" ,�� .' �"$'�&  �#$!�..#+ �#+$# %&' ,�� .'$ #2,&�'!"$�
�' ,.&$ ~A = Φ/Lθ̂ -� θ̂ /"$#U+' .' W' !'&� &+#!�#�' -�!4-��/#�.� �-$�+! x = Lθ/2π SH(Φ)/'W#'+! [

H(Φ) =
1

2m

(

−ih̄ ∂
∂x

+ e
Φ

L

)2

+ V (x) Q))R
*?�++'�& "!�+! !-,-.-U#%&'2'+! ,"�#-/#%&' -+ /-#! �W-#� ,-&� !-&!' W�.'&� /' x [

V (x+ L) = V (x) '! Ψn,Φ(x+ L) = Ψn,Φ(x) Q)(R
-� Ψn,Φ(x) '$! .� V-+ !#-+ /?-+/' /?&+ ".' !�-+ W"�#^�+! .?"%&�!#-+ /' � 4�	/#+U'� [

H(Φ)Ψn,Φ = En(Φ)Ψn,Φ
Q)HR

� # n '$! &+ '+!#'� %&# #+/# ' .'$ W�.'&�$ ,�-,�'$ /' H Q%&# � &+ $,' !�' /#$ �'!R S !�+/#$
%&' Φ '$! &+ ,���21!�' 'B!"�#'&� %&# W��#'  -+!#+&'2'+!� *'$ "."2'+!$ ,�-,�'$ /' H/",'+/'+! /' V S %&# '$! ��I#!��#�' '! /",'+/ /'  4�%&' " 4�+!#..-+ & -+ +' W� ,�$ ,��
 -+$"%&'+! '$$�0'� /' .'$  4'� 4'�� F+ �'W�+ 4' -+ W� $' ��2'+'� X &+ ,�-I.12'  -++&
'+ ,-$�+! [

Ψn,Φ(x) = ηn,Φ(x) exp−2iπ
Φ

Φ0

x

L
Q)@R

-� ηn,Φ
W"�#^' [

−
[

h̄2

2m

∂2

∂x2
+ V (x)

]

ηn,Φ(x) = En(Φ)ηn,Φ(x) Q)3R
�'! 4�2#.!-+#'+ '$!  '.&# /?&+  �#$!�. &+#/#2'+$#-++'. /' ,"�#-/# #!" LS 2�#$ '+ .?�I$'+ '
/'  4�2, 2�U+"!#%&'� �'$ W�.'&�$ ,�-,�'$ $-+! .'$ 2Y2'$ %&'  '..'$ /' H S  �� .' ,�$$�U'
/' Ψn,Φ

X
ηn,Φ

'$! '+ V�#! "%&#W�.'+! X &+  4�+U'2'+! /' ��&U' $&� .?4�2#.!-+#'+ H � *�
 -+/#!#-+ /' ,"�#-/# #!" /' .� V-+ !#-+ Ψn,Φ

/'W#'+! ,-&� ηn,Φ
[

ηn,Φ(x+ L) = ηn,Φ(x) exp 2iπ
Φ

Φ0

x

L
Q)5R

/?-� .?-+ W-#! %&' .' �&B �,,����! /�+$ .'$  -+/#!#-+$ �&B .#2#!'$ #2,-$"'$ X
ηn,Φ

�.-�$
%&?#. � /#$,��& /' .?4�2#.!-+#'+� �' ,.&$  '!!' /'�+#1�' �'.�!#-+ +-&$ /-++' .?"%&#W�.'+!
,-&� +-!�' ,�-I.12' /& W' !'&� /?-+/' k /' .� /'$ �#,!#-+ /&  �#$!�. y� '+ -+/'$ /'
E.- 4 [

kL ≡ 2π
Φ

Φ0

Q)CR

y�



�. 0 �  ','+/�+! &+' /#T"�'+ ' /' !�#..' '+!�' .'$ /'&B ,�-I.12'$ [ �.-�$ %&' ,-&� .' $-.#/'
2� �-$ -,#%&' k '$! &+ /'U�" /' .#I'�!" #+!'�+' �& U�\ /?".' !�-+S %&# /"$#U+' &+ "!�!
".' !�-+#%&' '! W��#'  -+!#+&'2'+! '+!�' −kF

'! +kF
Q-� kF

'$! /-++" ,�� .' �'2,.#$$�U'RS
Φ '$! &+ ,���21!�' 'B!'�+' Q̂ B" ,�� .?'B,"�#2'+!�!'&�RS '!  ?'$! n %&# /"$#U+' &+ "!�!
".' !�-+#%&' W��#�+! /' 2�+#1�' /#$ -+!#+&' '+!�' 1 '! N S N "!�+! .' +-2I�' /?".' !�-+$
,�"$'+!$ /�+$ .?�++'�& Q,-&� .' $-.#/' /' E.- 4S n '$! .?#+/# ' /' .� I�+/'R� *?�++'�& �
/-+ &+ ����

� ����
�
 ��� ��
�� �	�
�������
 ���� �� ���� ]+ ,-&��� ,��  -+$"%&'+!
$&#W�' .?"+'�U#' /?&+ +#W'�& n '+ V-+ !#-+ /' ΦS /-++"' ,�� .� V-+ !#-+ En(Φ)

�
"+' ,�-,�#"!" #22"/#�!' '! +"�+2-#+$ V-+/�2'+!�.' /" -&.' /' .?"%&�!#-+ Q)5R [ .�

 -+/#!#-+ �&B .#2#!'$ '$! ,"�#-/#%&' '+ Φ �W' .� ,"�#-/' Φ0

� �. '+ �"$&.!' %&' .'$ "."2'+!$
,�-,�'$ /' .?�++'�& .' $-+! �&$$#S  ' %&# � ,-&�  -+$"%&'+ ' %&' 
	�
�� $'$ ,�-,�#"!"$S
�&$$# I#'+ !4'�2-/0+�2#%&'$ %&' /' !��+$,-�!S $'�-+! ,"�#-/#%&'$ '+ �&B �W' .� ,"�#-/'
Φ0

� �' ,.&$S -+ ,'&! 2-+!�'� %&' .'$ +#W'�&B /?"+'�U#' /' .?�++'�& $-+! /'$ V-+ !#-+$
���
�� /& �&B [

En(−Φ) = En(Φ) Q)�R
A&$$# .'$ V-+ !#-+$ !4'�2-/0+�2#%&'$ Q"+'�U#' !-!�.'S "+'�U#' .#I�'S ���R $'�-+!J'..'$ /'$V-+ !#-+$ ,�#�'$ /& �&BS '! .'&�$ /"�#W"'$ Q�#2�+!�!#-+S ���R /'$ V-+ !#-+$ #2,�#�'$�

� �	�
��
 ��
�����
"!#.#$-+$ .'$ �"$&.!�!$  -++&$ $&� .'$ V-+ !#-+$ /' E.- 4 ,-&�  �. &.'� .� W#!'$$' /?&+
".' !�-+ �& +#W'�& En

[
vn =

1

h̄

∂En

∂k
≡ L

e

∂En

∂Φ
Q(GR

�'! ".' !�-+ !��+$,-�!' &+  -&��+! /-++" ,�� [
in(Φ) = −evn

L
= −∂En

∂Φ
Q(yR

�. $?�U#! /' .?-,,-$" /' .� ,'+!' /' .�  -&�I' En(Φ)
� *'  -&��+! !-!�.  #� &.�+! /�+$

.?�++'�& X !'2,"��!&�' +&..' W�&! /-+ [

I(N,Φ) = −
N
∑

n=1

∂En

∂Φ
= −∂E(N,Φ)

∂Φ
Q()R

-� N /"$#U+' .' +-2I�' /?".' !�-+$ ,�"$'+!$ /�+$ .?�++'�& '! E $-+ "+'�U#' !-!�.'�
� �	�
��
 �� � 	������� �� ���	
�
�

�-22'+�-+$ ,�� $&,,-$'� %&' .?�++'�& '$! 'B'2,! /' /"$-�/�' [ V ≡ 0
� ��+$  '  �$

-+ $�#! /#�U-+�.#$'� $#2,.'2'+! .?4�2#.!-+#'+S /-+! .'$ "+'�U#'$ ,�-,�'$ W�.'+! [

El(Φ) =
h2

2mL2

(

l +
Φ

Φ0

)2 Q((R
�W' l = 0 S ±1 S ±2 S ��� �. $?�U#! /?&+ V�#$ '�& /' ,���I-.'$� �'!!' /'$ �#,!#-+ +'  -��'$J
,-+/ ,�$ X &+  .�$$'2'+! /'$ "+'�U#'$ ,�� -�/�'  �-#$$�+!S /' $-�!' %&' .?-+ ,�"V1�'�� $'
�'$!�'#+/�' X

0 ≤ Φ ≤ Φ0/2
'! &!#.#$'� .'$ ,�-,�#"!"$ /' ,��#!" '! /' ,"�#-/# #!" /& $,' !�'S

'! #+/# '� .'$ +#W'�&B /' .� 2�+#1�' $&#W�+!' [
E2p(Φ) =

h2

2mL2

(

p+
Φ

Φ0

)2

E2p+1(Φ) =
h2

2mL2

(

p+ 1 − Φ

Φ0

)2
Q(HR

)G



���� C # ������� � 	���
��� � 	�� ������ ����������	���� �� � 	������� �� ���	
�
�� ���
������� � 	���
��� �� �	��
�	� �� ��� �	�
 ��� �
������ �� ��
��	���� �� 
���
��� ���
������
�������� ���
���
����� �	�
 Φ = 0

�
 Φ = Φ0/2
�

�W' p = 0 S 1 S 2 S ��� '! E0 ≤ E1 ≤ E2

��� QW-#� .� ^U&�' CR�]+ -I$'�W' %&?#. 0 � &+'
/"U"+"�'$ '+ ' /-&I.' /'$ +#W'�&B /?"+'�U#' ,-&� Φ = 0 '! Φ = Φ0/2

� *'$  -&��+!$
,-�!"$ ,�� .'$ +#W'�&B 2p '! 2p+ 1 $?" �#W'+! [

i2p(Φ) = − eh

mL2
(p+

Φ

Φ0

) ≤ 0

i2p+1(Φ) =
eh

mL2
(p+ 1 − Φ

Φ0

) ≥ 0

Q(@R

"+' ,�-,�#"!" #2,-�!�+!' /'$  -&��+!$ ,-�!"$ ,�� /'&B +#W'�&B $&  '$$#V$ �,,����! [ .'&�
$#U+' $?�.!'�+'� ��. &.-+$ 2�#+!'+�+! .'  -&��+! !-!�. I(N,Φ) [

I(N,Φ) =















eh

mL2
N(

1

2
− Φ

Φ0

) ≥ 0 $# N '$! ,�#�

− eh

mL2
N

Φ

Φ0

≤ 0 $# N '$! #2,�#�
Q(3R
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I0 = N
eh

2mL2
=
evF

L
Q(5R

-� vF
'$! .� W#!'$$' /' .?".' !�-+ /�+$ .' /'�+#'� "!�! -  &,"� E#'+ %&' !-&$ .'$ ".' !�-+$

,��!# #,'+! �&  -&��+! ,'�2�+'+!S !-&! $' ,�$$'  -22' $# $'&.  '.&# �& +#W'�& /' %'�2#
 -+!�#I&�#!� �+!�-/&#$-+$ .?" ��! "+'�U"!#%&' '+!�' /'&B +#W'�&B Q/"U"+"�"$R $&  '$$#V$ �&
+#W'�& /' %'�2# X �&B +&. [ ∆1D = hvF/L

�
I0

,'&! $?" �#�' [ I0 = ∆1D/Φ0

� ]+ ,'&!
'B,�#2'� .'  -&��+! !-!�. /' 2�+#1�' ,.&$  -2,� !' [

I(N,Φ) = I0(ν − 2
Φ

Φ0

) Q(CR
�W' ν = 1 $# N '$! ,�#�S '! ν = 0 $?#. '$! #2,�#�� ]+ W-#! $&� .� ^U&�' � .'  -&��+! !-!�. '+V-+ !#-+ /& �&B ,-&�  '$ /'&B  �$� �' ,.&$S ,&#$%&?#. '$! &+' V-+ !#-+ ,"�#-/#%&' /& �&BS
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#2,�#�'R [

I(N,Φ) =
+∞
∑

n=1

In(N) sin 2πn
Φ

Φ0

Q(�R
-� .?4��2-+#%&' n /&  -&��+! '$! /-++"' ,�� [

In =
2I0
nπ

(−1)nN QHGR
*'$ 4��2-+#%&'$ ,�#�'$ '! #2,�#�'$ $'  -2,-�!'+! /#T"�'22'+! [ $# n '$! ,�#�S In '$!
!-&�-&�$ ,-$#!#VS �.-�$ %&' $?#. '$! #2,�#� .' $#U+' /' In /",'+/ /' .� ,��#!" /' N � �-22'
kF

'$! �'.#" X
N ,�� kFL = Nπ S -+ ,'&! '+ -�' " �#�' [

In =
2I0
nπ

cosnkFL
QHyR

� �	�
��
 �	���
A,�1$ �W-#�  �. &." .'  -&��+! ,�"$'+! /�+$ &+ �++'�& /-++"S -+ ,'&! $?#+!"�'$$'� X

$� 2-0'++' $&� &+ '+$'2I.' /?�++'�&B /-+! .' +-2I�' /?".' !�-+$ '$! ��I#!��#�'2'+!
,�#� -& #2,�#�� ��+$ .� 2'$&�' -� .?#+!'�W�..' /�+$ .'%&'. -+ V�#! W��#'� N '$! ,'!#! ,��
��,,-�! X .� W�.'&� 2-0'++'S -+ ,'&!  -+$#/"�'� %&' .'  -&��+! ,-�!" ,��  4�%&' �++'�&
'$! #/'+!#%&' '+ W�.'&� �I$-.&' QX &+ !'�2' '+ ∆N/〈N〉 ,�1$R� �. $&�! �.-�$ /' �'2,.� '�
ν ,�� $� W�.'&� 2-0'++' [

〈I(Φ)〉 = I0

(

1

2
− Φ

Φ0

) QH)R
E#'+ %&' .' $#U+' /&  -&��+! $-#! �.!'�+"S $� W�.'&� 2-0'++' '$! +-+ +&..'� �','+/�+! .�
,"�#-/# #!" '$! ,�$$"' /' Φ0

X
Φ0/2

QW-#� ^U&�' �R� �' # #2,.#%&' %&' .� W�.'&� 2-0'++'
/' !-&!'$ .'$ 4��2-+#%&'$ #2,�#�'$ /' I $?�++&.' [

〈I2n+1〉 = 0 QH(R
 ' %&# �'�1!' .' V�#! %&'S  -22' -+ .?� /#!S .'$ 4��2-+#%&'$ ,�#�'$ '! #2,�#�'$ /&  -&��+!
-+! /"�X /'$ ,�-,�#"!"$ /#T"�'+!'$ ,-&� N /-++"� *'  -&��+! 2-0'+ '$! /#$ -+!#+& '+
Φ = 0 S 2�#$ ,-&� &+' W�.'&� /& �&B $!�# !'2'+! ,-$#!#W' '! ��I#!��#�'2'+! V�#I.'S #. '$!
,-$#!#V �.-�$ %&?#. '$! +&. '+  4�2, +&. Q,�� $02"!�#'R [ .'  -&��+! ,'�2�+'+! '$! /-+ 
��
������
���� �� �	������

� �� �	
��
��� ��������
_&$%&?# # +-&$ �W-+$  -+$#/"�" /'$ �++'�&B ��	��� /�+$ .'$%&'.$ .' +-2I�' /?".' !�-+$

"!�#! ^B" [  ' #  -��'$,-+/ X .?'+$'2I.' $!�!#$!#%&' ���	������ ]+ ,'&! /"^+#� .' ,-!'+!#'.
 4#2#%&' µ(N, T ) /?&+ �++'�&  -+!'+�+! N ".' !�-+$ ,�� [

N =
+∞
∑

n=0

fC(En − µ) QHHR
-� fC

/"$#U+' .� V-+ !#-+ /' /#$!�#I&!#-+  �+-+#%&'� �','+/�+!S !�+! %&' .?-+  -+$#/1�'
/'$ $0$!12'$  -2,�'+�+! &+ U��+/ +-2I�' /?".' !�-+$S -+ ,'&! �'2,.� '�  '!!' V-+ !#-+
,�� .� V-+ !#-+ /' /#$!�#I&!#-+ /' %'�2#J�#�� [

f(En − µ) = (1 + exp β(En − µ))−1 QH@R
�W' β = 1/T

� A#+$# X
T = 0

.' ,-!'+!#'.  4#2#%&' $' !�-&W'J!J#. X 2#J/#$!�+ ' '+!�' .'
/'�+#'� +#W'�& -  &," '! .' ,�'2#'� W� �+! Q"!�+! /-++" %&'  '$ /'&B +#W'�&BS  -22'
!-&$ .'$ �&!�'$S -+! .� 2Y2' /"U"+"�'$ '+ 'R [

µ(T = 0) =
EN−1 + EN

2
QH3R

)(



�. '+ �"$&.!' %&' µ Q%&# '$!  -+V-+/& �W' EF
X
T = 0R /",'+/ /& �&B [ µ ≡ µ(N, T,Φ)

�
"+' �&!�' ,-$$#I#.#!" '$! '+W#$�U'�I.'S %&#  -��'$,-+/ X .?'+$'2I.' $!�!#$!#%&' �
��� ���
�	����� [ µ '$! ^B' Q#+/",'+/�+! /' ΦR '! #2,-$" ,�� &+ $0$!12' X .� .#2#!' !4'�2-/0J
+�2#%&' Q&+ ��"$'�W-#��R� �'!!' $#!&�!#-+ '$!  '..' /?&+ �++'�&  -++' !" X &+  -+/& !'&�
2� �-$ -,#%&'� A.-�$ .' +-2I�' /?".' !�-+$ ,�"$'+!$ /�+$ .?�++'�& �& !&' '! /",'+/ /&
�&B [ X  4�%&' V-#$ %&?&+ +#W'�& /?"+'�U#'  �-#$' .' ,-!'+!#'.  4#2#%&'S .' +-2I�' 2-0'+
/?".' !�-+$  4�+U' /?&+' &+#!"� �' # $' !��/&#! ,�� &+' /#$ -+!#+&#!" /&  -&��+! ,'�2�J
+'+!S %&# ,'&! �W-#� .#'& ,-&� &+' W�.'&� %&'. -+%&' /& �&B� *?'B,�'$$#-+ /&  -&��+! '+V-+ !#-+ /' Φ '$! /-++"' ,�� .?"%&�!#-+ QHyR QW�.�I.' �&$$# I#'+ ,-&� .� 2-0'++'  �+-+#%&'
%&' .� 2-0'++' U��+/J �+-+#%&'R �W' µ = h̄2k2

F/(2m)
�

�-+$#/"�-+$ 2�#+!'+�+! .� 2-0'++' /&  -&��+! ,'�2�+'+!  #� &.�+! /�+$ /'$ �++'�&B
,-�!"$ X /'$ ,-!'+!#'.$  4#2#%&'$ /#T"�'+!$ [ $# .� ,.�U' /' W��#�!#-+ /' µ '$! U��+/' /'W�+!
.?" ��! '+!�' /'&B +#W'�&B $&  '$$#V$ /' .?�++'�&S $-#! [

δµ� ∆ ⇒ δN � 1 ⇒ δkF � L−1 QH5R
�.-�$ .� W�.'&� 2-0'++' /& !'�2' cosnkFL

,�"$'+! /�+$ .?"%&�!#-+ QHyR $?�++&.'S /' $-�!'
%&' .'  -&��+! ,'�2�+'+! '$! ��� �� �	����� /�+$ .?'+$'2I.' U��+/  �+-+#%&'� ]+ W-#!
/-+ .?#2,-�!�+ ' %&' ,'&! �-&'� .?'+$'2I.' $!�!#$!#%&' $&� .'$ ,�-,�#"!"$ /'$ $0$!12'$
2"$-$ -,#%&'$�

� �� �
 � 	�� ������ ���	
�
�
�-2,.#%&-+$ .' ,�-I.12' '+ #+!�-/&#$�+! &+ ,-!'+!#'. /' /"$-�/�' $&�$�22'+! V�#I.'

,-&� Y!�' !��#!" '+ ,'�!&�I�!#-+ X .?-�/�' /'&B� ]+ $?�,'��-#! %&' $-+ $'&. 'T'! $#U+#^ �!#V
'$! /' .'W'� .� /"U"+"�'$ '+ ' /'$ +#W'�&B /?"+'�U#' ,-&� Φ = pΦ0/2

�"+ U�, �,,����! ,-&�
 '$ W�.'&�$ /& �&BS '! .� ,'+!' /'$ +#W'�&B /?"+'�U#' $?0 �++&.'� �. '+ �"$&.!' %&' .'  -&��+!
,'�2�+'+! /'W#'+! &+' V-+ !#-+  -+!#+&' %&# $?�++&.' ,-&� Φ = pΦ0/2

� *?�2,.#!&/' /&
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�# .' /"$-�/�' /'W#'+! V-�!S .'$ V-+ !#-+$ /?-+/'$ ".' !�-+#%&'$ -+! !'+/�+ ' X $' .- �J.#$'�� �' # $&�W#'+! ,-&� L ≈ ξ

� *'$ ".' !�-+$ +?"!�+! ,.&$ .#I�'$ /' $' /",.� '�S .'  -&��+!
 4&!' ��,#/'2'+! [ #. /" �-�!  -22' exp(−L/ξ)�� �� �
 �� �� 
����
�
�
�

A !'2,"��!&�' ^+#'S /'$ +#W'�&B /?"+'�U#' $&,"�#'&�' X
EF

$-+! ,'&,."$� �. V�&! !'+#�
 -2,!' /' .� ,-,&.�!#-+ /'  4�%&' +#W'�& ,-&�  �. &.'� .'  -&��+! [

I(N, T,Φ) =
+∞
∑

n=0

fC(En − µ)in = −∂F
∂Φ

QHCR
-� F /"$#U+' .?"+'�U#' .#I�' /' .?�++'�&� ]+ � 2'+!#-++" %&' .'$  -&��+!$ ,-�!"$ ,�� /'&B
+#W'�&B $&  '$$#V$ $-+! /' $#U+' -,,-$" '! /& 2Y2' -�/�' /' U��+/'&� %&' .'  -&��+!
!-!�.� �. $?'+$&#! %&' /1$ %&' T ≈ ∆1D

S .'  -&��+! ,-�!" ,�� .' ,�'2#'� +#W'�& 'B #!"
W#'+! $?-,,-$'� �&  -&��+! !-!�. X T = 0 S /' $-�!' %&'  '.&#J # /" �-�! ��,#/'2'+! �W' .�
!'2,"��!&�'S �W' &+' " 4'..'  ��� !"�#$!#%&' /-++"' ,�� ∆1D

� ]+ !�-&W' '+ 'T'! %&' [
〈I(N, T,Φ)〉 ∝ T exp(−T/∆1D) QH�R

,-&� T > ∆
�

� �� �
 ��� �	�����	�� ������
�����
*� ,'�!' /'  -4"�'+ ' /' ,4�$' � &+' #+�&'+ '  �,#!�.' $&� .'  -&��+! ,'�2�+'+! /1$

%&' L ≈ Lφ
� �. $?�W1�' '+ 'T'! %&?#. /" �-�!  -22' exp(−L/2Lφ)
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$-&!  ' %&# ,�" 1/' +?'$! I#'+J$�� %&?&+'  ��# �!&�' /' .� �"�.#!"� �' 2-/1.' /'$ ,.&$
$#2,.'$ � +"�+2-#+$ .' 2"�#!' /' V�#�' "2'�U'� &+ U��+/ +-2I�' /?#/"'$ U"+"��.#$�I.'$
�&  �$ �"�.#$!' !-&! '+ +' +" '$$#!�+! �& &+  �. &. .-&�/� �','+/�+!S +' �'+/�+! ,�$
 -2,!' /& �"U#2' /#T&$#VS #. � &+  '�!�#+ +-2I�' /' .� &+'$ %&# V-+! %&?#. +' ,'&! ,�$
Y!�'  -+V�-+!" %&�+!#!�!#W'2'+! �&B ,4"+-21+'$ 2'$&�"$�
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� 8��9
�-&$ �..-+$ 2�#+!'+�+! 'B�2#+'�  ' %&?#. �/W#'+! /'$ �"$&.!�!$ ,�" "/'+!$ /�+$ .'  �$

/?&+ �++'�& �0�+! &+' $' !#-+ ^+#' Q'! /-+ &+  '�!�#+ +-2I�' /'  �+�&B M RS '! !'.
%&' .' 2-&W'2'+! /'$ ".' !�-+$ $-#! /#T&$#V QW-#� ^U&�' yGR� �-&$ +?'+!�'�-+$ ,�$ /�+$
.' /"!�#. /'$  �. &.$S 2�#$ +-&$ +-&$  -+!'+!'�-+$ /' 2'+!#-++'� .'$ ,�#+ #,�&B �"$&.!�!$S
/-+! -+ !�-&W'�� .� /"2-+$!��!#-+ /�+$ .'$ �"V"�'+ '$ �)5S )C��

�����
��
�	� �� ����

���+$ .' �"U#2' /#T&$#V !�#/#2'+$#-++'.S .' $,' !�' +?'$! ,.&$ �&$$# $#2,.' %&?#. .?'$! X
&+' /#2'+$#-+ [ '+!�' .'$ +#W'�&B /?"+'�U#' y� $?#+!'� �.'+! 4M �&!�'$ +#W'�&B /& V�#!
/' .� $' !#-+ ^+#' & /' ,.&$ .'$ +#W'�&B +?"W-.&'+! ,.&$ /' 2�+#1�' 2-+-!-+' '+!�' Φ = 0'! Φ = Φ0/2

S 2�#$ .'&� ,'+!' ,'&!  4�+U'� /' $#U+' /' 2�+#1�'  -+!#+U'+!' ,-&� !-&!'
W�.'&� /& �&BS '! $0$!"2�!#%&' ,-&� Φ = pΦ0/2

� ]+ ,'&! /-+ /"^+#� &+ " ��! 2-0'+
'+!�' +#W'�&B $&  '$$#V$S #+/",'+/�+! /& �&B '! /& +#W'�& /' %'�2#S /-++" ,�� [

∆3D ≡ ∆ =
1

4M
∆1D

Q@GR
"+' ,�-,�#"!" #2,-�!�+!' /& $,' !�' /?&+ $0$!12' /"$-�/-++" 2"�#!' /?Y!�' $-&.#U+"' # #S
%&# ,'�2'! /'  -2,�'+/�' %&�.#!�!#W'2'+! &+  '�!�#+ +-2I�' /' ,4"+-21+'$ [ #. $?�U#! /'
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�����
� ����

���� �' !'�2' 'B,�#2' %&' .� ,-$#!#-+ /'$ +#W'�&B /?"+'�U#' +?'$! ,�$ �."�J!-#�'S %&�+/ I#'+ 2Y2' .'$ "."2'+!$ /' 2�!�# ' /' .?4�2#.!-+#'+ .' $'��#'+! Q ' %&# �'.1W'
/&  �/�' /' .� !4"-�#' /'$ 2�!�# '$ �."�!-#�'$ �(G�S %&# �,,-�!' /'$ �"$&.!�!$ ,'�!#+'+!$
,-&� .'$ $0$!12'$ /"$-�/-++"$S /�+$ .'$%&'.$ .� ,-$#!#-+ /'$ #2,&�'!"$ '$! �."�!-#�'R� F+
'T'! /'&B +#W'�&B  -+$" &!#V$ $' ��',-&$$'+!�S /' !'..' $-�!' %&' .� ,�-I�I#.#!" p(s) %&'
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/'&B +#W'�&B W-#$#+$ $-#'+! /#$!�+!$ /' s $?�++&.' .-�$%&' s !'+/ W'�$ \"�-� �'!!' �#U#/#!"
/",'+/ /'$ $02"!�#'$ /' .?4�2#.!-+#'+S '! /-+  -22' -+ .?� W& /' .� ,�"$'+ ' -& +-+
/?&+  4�2, 2�U+"!#%&'� A#+$# '+  4�2, +-+ +&. .� �#U#/#!" '$!J'..' ,.&$ U��+/'S  ' %&# $'
!��/&#! '+!�' �&!�'$ ,�� .' V�#! %&' .� .-# p(s) '$! ,.&$ ,#%&"' �&!-&� /' $-+ 2�B#2&2 $#!&"
'+ s ≈ ∆ QW-#� .� ^U&�' yyR� �'  4�+U'2'+! /' �"U#2' +' $' V�#! I#'+J$�� ,�$ ,-&� &+
 4�2, #+^+#!"$#2�.S 2�#$ #. 'B#$!' &+' W�.'&�  �#!#%&' /& �&B Φc

%&# /"!'�2#+' .� I�#$&�'
-& +-+ /' .� $02"!�#' ,�� �'+W'�$'2'+! /& $'+$ /& !'2,$ /' .?4�2#.!-+#'+S /-++"' ,��
�(y� [

Φc =
1

√

Meff

Φ0
Q@yR

F+^+ #. '$! &+ V�#!  �,#!�. X (� %&# +?'B#$!' ,�$ X y� [ .� ,�"$'+ ' /?&+'  -��".�!#-+ /'$
)3



,'+!'$ /'$ +#W'�&B $&  '$$#V$� F+ 'T'!S �.-�$ %&' /�+$ .'  �$ /' .?�++'�& &+#/#2'+$#-++'.S
-+ � W& %&' .'$ ,'+!'$ /' /'&B +#W'�&B $&  '$$#V$ "!�#'+! -,,-$"'$S  '$ 2Y2'$ ,'+!'$ $-+!
,�- 4'$ .?&+' /' .?�&!�' /�+$ .' �"U#2' /#T&$#V� *?" 4'..' /?"+'�U#' %&#  ��� !"�#$'  '!!'
 -��".�!#-+ '$!  '..'J.X 2Y2' %&#  ��� !"�#$�#! .�  -��".�!#-+ /& +#W'�& /' %'�2# /�+$
.'  �/�' /'$ �& !&�!#-+$ /'  -+/& !�+ ' [ Ec

� �' # $#U+#^' %&' ,-&� !�-&W'� &+ +#W'�&
%&# ,-�!' &+  -&��+! -,,-$" X  '.&# /?&+ +#W'�& /-++"S #. V�&! ,�� -&�#� &+' /#T"�'+ '
/?"+'�U#' /' .?-�/�' /' Ec

QW-#� &+ 'B'2,.' /' $,' !�' /?&+ �++'�& /"$-�/-++" -I!'+& ,��
$#2&.�!#-+ +&2"�#%&' $&� .� ^U&�' y)R� ]+ ,'&! 'B,�#2'� Ec

'+ !'�2' /' .?" ��! 2-0'+
'+!�' +#W'�&B $&  '$$#V$ � [

Ec =
h

τD
=
hD

L2
= Meff∆

Q@)R
"+'  -+$"%&'+ ' /#�' !' /'  '!!' ,�-,�#"!" '$! %&'S $# .' $#U+' /&  -&��+! !-!�.  #� &.�+!
/�+$ &+ �++'�& /",'+/ /' N S #. +' /",'+/ ,.&$ /' .� ,��#!" /' N S 2�#$ #. V�&! ��-&!'�
'+W#�-+ Ec/∆

".' !�-+$ ,-&� .?#+W'�$'��
� �	�
��
 �	���

*?'+$'2I.' $!�!#$!#%&' '$! !-&�-&�$ �&$$# #2,-�!�+! ,-&�  ' %&# '$! /&  -&��+! 2-0'+ [
.� 2-0'++' U��+/  �+-+#%&' '$! +&..' �.-�$ %&' .� 2-0'++'  �+-+#%&' '$! ^+#' '! ,���2�J
U+"!#%&'� *� ,"�#-/# #!" '$! /-++"'  -22' X

1D ,�� Φ0/2
2�#$ .?�2,.#!&/' /&  -&��+!

W�&! 2�#+!'+�+! '+W#�-+ √MeffI0/M ≈
√

Meff∆/Φ0

� �&� .' ,.�+ !4"-�#%&'S #. '$! #+!"J
�'$$�+! /' /" -2,-$'� .'  -&��+! '+ $"�#' /' %-&�#'� [

I(N, T,Φ) =
+∞
∑

n=1

In(N, T ) sin 2πn
Φ

Φ0

Q@(R
*� ,"�#-/# #!" '+ Φ0/2

/&  -&��+! 2-0'+ $' !��/&#! ,�� [
〈I2n+1〉 = 0 Q@HR

 ' %&# ,'�2'! /?" �#�' .'  -&��+! 2-0'+  -22' [

Imoy(T,Φ) = 〈I(N, T,Φ)〉 =
+∞
∑

n=1

〈I2n(T )〉 sin 4πn
Φ

Φ0

Q@@R
A.-�$ %&' .'  -&��+! !0,#%&' '$! '$$'+!#'..'2'+! /-2#+" ,�� $� ,�'2#1�' 4��2-+#%&'S #.
+?'+ W� ,�$ /' 2Y2' /&  -&��+! 2-0'+ [ .� !4"-�#' /#�U��22�!#%&' ,�"W-#! %&' .'$ 4��2-J
+#%&'$ 〈I2n〉 $-+!  -+$!�+!'$ ,-&� n < √

Meff
Q�.-�$ %&?'..'$ /" �-#$$'+!  -22' 1/n

X &+'
/#2'+$#-+R �()�� $-&!'V-#$ .'  -+!'+& '+ 4��2-+#%&'$ �'$!'  -+!�-W'�$" [ #. +?0 � ,�$ /?� J
 -�/ '+!�' .?�,,�- 4' /#�U��22�!#%&' Q,'�!&�I�!#W'RS .?�,,�- 4' ,�� $&,'�$02"!�#'$�((S
(H� '! .'$  �. &.$ +&2"�#%&'$�(@S (3� Q '$ /'&B /'�+#1�'$ 2"!4-/'$ "!�+! +-+ ,'�!&�I�J!#W'$ �R� �' /"$�  -�/ �'$!' ,-&� .?#+$!�+! &+  -+�#! /' !4"-�# #'+$S  �� .'$ 'B,"�#'+ '$
$-+! '+ -�' .-#+ /' ,-&�W-#� $!�!&'� $&� /' !'.$ /"!�#.$ Q.?4��2-+#%&' 2n /" �-�!  -22'
exp(−L/2nLφ) '! .'$ " 4�+!#..-+$ $-+! !'.$ %&' L ≈ Lφ

R� �. +?'B#$!' X  ' �-&� %&?&+' $'&.'
'B,"�#'+ ' �0�+! 2'$&�" .'  -&��+! ,'�2�+'+! 2-0'+ /�+$ /'$ �++'�&B 2"$-$ -,#%&'$
Q'T' !&"' ,�� *� *"W0S _� �-.�+S _� �&+$2&#� '! �� E-& 4#�! X E'.. *�I$S %&# -+! 2'$&�"
.?�#2�+!�!#-+ /' 107 �++'�&B /'  &#W�' U�Z ' X &+ ��"�� 2� �-$ -,#%&' �(5�RS '+ �  -�/

���� �
�����
 �����
� �
��
 
�
�
����� �� ����������
 �
 ����
 

�� �
 �������
 " G0 = Ec/∆ 
�
������ �
 e2/h

�
������ 
����
�
��! �
� ������
� ��� ���������
� 
� 
�� ��

��������
� ���� 

���������
� 
� (kF le)

−1 !
���� �
� ���
��
� ����
� �
 ���
�����
� ��� ��

��������
� 

��
�� ���
 �
 ������
 �
 ∆ ����� ��
 ���

����

��� ���������
 ��� ����� ���� �
� ��
� �
�  ����
� �
���� ∆ ���
� 
��
 �
 �����
 ��
 �
 �

���
 ���������
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���� y) # �	

�	� �� ����

� � 	�� ������ ���	
�	��� 	�
��� ��
 ������
�	� ����
����

��
 �� �	���� � 	����
�	� �
����� 64× 14× 14 �	�
W = 1.4
�� �� 
���
��� ��� ��� ���
��

�� ������� ���������� �� �	�
 ��� ��
�
���� ���� �� �	�

��
� �	

����� ��
 ��� ��

����



����� � 	���
���� �	���� ��
 Ec
�Ec ≈ 50∆ �����

%&�.#!�!#V �W' .'$ �"$&.!�!$ !4"-�#%&'$ QI#'+ %&' .' ,���2�U+"!#$2' +?�#! ,�$ "!" W"�#^"RS
2�#$ &+ /"$�  -�/ %&�+!#!�!#V #2,-�!�+! $&I$#$!' [ .� !4"-�#' $-&$J'$!#2' .� �"�.#!" /?&+V� !'&� 30 Q.� 2'$&�' �0�+!  -+/&#! X &+' W�.'&� /&  -&��+! 2-0'+ /' 1.2+AR�

� �	�
��
 
������
*'  -&��+! /#! 
������ '$! .' 2-2'+! /?-�/�' 2 /' .� /#$!�#I&!#-+ /&  -&��+! ,'�2�+'+!

'+ V-+ !#-+ /' .�  -+^U&��!#-+ /& /"$-�/�' [
Ityp(T,Φ) =

√

〈I2(N, T,Φ)〉 Q@3R
�?'$! &+ -I�'! !4"-�#%&'2'+! ,.&!�! I#'+  -++&� �"�#-/#%&' '+ Φ0/2

S $� /" -2,-$#!#-+
'+ 4��2-+#%&' $?" �#! [

Ityp(T,Φ) =
+∞
∑

n=1

〈

I2
n(T )

〉

sin2 2nπ
Φ

Φ0

Q@5R

)C



-� .?-+ � $&,,-$" %&' .'$ 4��2-+#%&'$ /&  -&��+! $-+! /" -��"."'$S $-#! [
〈IpIq〉 = 0 si p 6= q Q@CR

*?-�/�' /' U��+/'&� /&  -&��+! !0,#%&' X !'2,"��!&�' +&..' '$! /-++" ,�� �)C� [
Ityp(Φ0/4) = Meff

∆

Φ0

≈
〈

I2
1

〉 Q@�R
A !'2,"��!&�' +&..'S .'$ 4��2-+#%&'$ /&  -&��+! !0,#%&' /" �-#$$'+!  -222' [ 〈I2

n〉 ∝
n−3 �(C�� �-&$ /-++-+$ &+' �&!�' /"2-+$!��!#-+ /'  ' �"$&.!�! /�+$ .'  4�,#!�' $&#W�+!�

*'  -&��+! !0,#%&'  -��'$,-+/ X .� W�.'&� !0,#%&' /' .� 2'$&�' /&  -&��+!  #� &.�+!
/�+$ &+ �++'�& &+#%&'S  ' %&# � "!" �"�.#$" X /'&B �',�#$'$ [ .� ,�'2#1�'S /&' X �� �4�+J
/��$'�4��S �� A��'IIS �� _� E��/0S �� E� �'! 4'+S �� _� ��..�U4'� '! A� �.'#+$�$$'�
X �E� �(��S &!#.#$�+! &+ ��"�� /' +'&V 2# �-+$ /' /#�21!�' ,-&� 2'$&�'� .?�#2�+!�!#-+
/?&+ �++'�& /?-�S !�+/#$ %&' ,-&� .� $' -+/' .'$ �&!'&�$ Q�� ��#..0 �& *)� X E�U+'&BS '!
�� �4�,'.#'� '! A� E'+-#! �& ��$E$ X ��'+-I.'R�HG� -+! V�I�#%&" &+ 2# �-J��"�� Q/'
3µ

2 /' /#�21!�'R '! &+ �++'�& $&� .� 2Y2' 4"!"�-�-+ !#-+ /' GaAs/GaAlAs� A.-�$ %&'
.� 2'$&�' $&� .?�++'�& 2"!�..#%&' �"���2' .' ,'$$#2#$2' /' .� !4"-�#'S  '..' $&� .?�++'�&
$'2#J -+/& !'&� $'2I.' Y!�' '+ �  -�/ �W' .'$ ,�"/# !#-+$ �� ���
�	�

� �	�
��
 �� �����
A &+' /#2'+$#-+S .'  -&��+! in ,-�!" ,�� .' +#W'�& n � !-&�-&�$ .' 2Y2' $#U+' Q,-&�

n ^B"RS #. +?'$! ,�$ /#$!�#I&"� F+ �'W�+ 4' /�+$ .'  �$ !�#/#2'+$#-++'.  ' # +?'$! ,.&$
W��#S '! #. '$! #+!"�'$$�+! /'  -+$#/"�'� .� /#$!�#I&!#-+ /' in � *' ,�'2#'� 2-2'+! /'  '!!'
/#$!�#I&!#-+ "!�+! +&. Q〈in(Φ)〉 = 0RS .� %&�+!#!" $-&W'+! "!&/#"' '+ '$! .' $' -+/ 2-2'+!S
�,,'." �	�
��
 �� ����� '! /"^+# ,�� [

〈

i2(Φ)
〉

≡
〈

i2n(Φ)
〉 Q3GR

-� .� 2-0'++' ,'&! Y!�' 'T' !&"' $&� .' /"$-�/�' X
n ^B" Q.' �"$&.!�! '$! �.-�$ #+/",'+J

/�+! /' nR -& I#'+ $&� n ,-&� &+ " 4�+!#..-+ /-++" Q-+ �'2��%&'�� %&' .'  -&��+! /'I�+/' '$! &+#%&'2'+! &+' ,�-,�#"!" $,' !��.'S ,��  -+$"%&'+! +?�0�+! �#'+ X W-#� �W' .�
!'2,"��!&�'R� *?-�/�' /' U��+/'&� /&  -&��+! /' I�+/' '$! /-++" ,�� [

〈

i2(Φ0/4)
〉

≈Meff

(

∆

Φ0

)2 Q3yR
*� /" -2,-$#!#-+ '+ 4��2-+#%&' /&  -&��+! /' I�+/' '$! '..' �&$$#  -+!�-W'�$"'� �'.�
'$! /� �& V�#! %&' .'$ 4��2-+#%&'$ /'$ +#W'�&B /?"+'�U#' $-+!  -��"."'$S  ' /-+! .� !4"-�#'
/#�U��22�!#%&' +' ,'&! �'+/�'  -2,!'�H)S Hy� F+ -2'!!�+!  '$  -��".�!#-+$ -+ ,'&! �'.#'�
/#�' !'2'+! .'  -&��+! /' I�+/' �&  -&��+! ,'�2�+'+! ,�� [

〈

∂I(T = 0,Φ)

∂Φ

〉

=
2

∆

〈

i2
〉

+ constante Q3)R
�. +?0 � '+ �'W�+ 4' ,�$ /' �'.�!#-+ $#2,.' '+!�' .'$  -&��+!$ /' I�+/' '! !0,#%&'� �'+J
!#-++-+$ $#2,.'2'+! %&' .� ,�'2#1�' 4��2-+#%&' /' √〈i2〉 W�&! √〈I2

1 〉/Meff = ∆/Φ0
S  '

%&# !��/&#! .' V�#! %&' Meff
+#W'�&B $&  '$$#V$ -+! /'$ ,'+!'$  -��"."'$�

E#'+ %&?#. $-#! &+' %&�+!#!" ,&�'2'+! $,' !��.'S .'  -&��+! /' I�+/' '$! '+ ,�#+ #,'
2'$&��I.' ,�� $-+ .#'+ �W' .�  -+/& !�+ ' A�S %&' +-&$ "!�I.#�-+$ �&  4�,#!�' )�

� ��������� ��
Lφ

�
 �� TA.-�$ %&' .� ,'�!' /'  -4"�'+ ' /' ,4�$' � .' 2Y2' 'T'! %&?X &+' /#2'+$#-+S #. +?'+
'$! ,�$ /' 2Y2' /' .� !'2,"��!&�'� �',�'+�+! .?��U&2'+! %&�.#!�!#V /"W'.-,," ,-&� &+
�++'�& 1D ,��V�#!S -+  -2,�'+/ I#'+ %&' /�+$ .'  �$ �"�.#$!'  ' $-#! Ec

%&# $-#! .?" 4'..'
)�



 ��� !"�#$!#%&' /' .� /" �-#$$�+ ' /&  -&��+!� *� V-�2' 'B� !' /'  '!!' /" �-#$$�+ ' '$!
 -+!�-W'�$"' [ .� !4"-�#' /#�U��22�!#%&' ,�"W-#! &+' W��#�!#-+  -22' T 2 exp(−L/LT ),-&� T > Ec

-� LT
'$! .� .-+U&'&� !4'�2#%&' /"^+#' ,��

LT =

√

hD

T
Q3(R

#�'�  -22' T 2 exp(−
√

T/Ec)
!�+/#$ %&' .'$  �. &.$ +&2"�#%&'$ %&' +-&$ �W-+$ 'T' !&"$

.�#$$'+!  .�#�'2'+! W-#� &+' /" �-#$$�+ ' 'B,-+'+!#'..' $#2,.' exp(−T/Ec)
�H)�

����� 7��
:��99�: �� ��8�� ���9��:��� � �
�:������ �8���
9
]+ W� # # '+ -�' U"+"��.#$'� .'$ ,�-,�#"!"$ /' .?�++'�& /#T&$#V '+ $' ,'+ 4�+! $&� .'

 �$ /& �%&�+!&2 /-!�� $-&! /?�I-�/ !-&!'$ .'$ ,�-,�#"!"$ /&'$ X .� ,"�#-/# #!" /& $,' !�'
/#$,���#$$'+!� �.&!�! %&' /' ,��.'� /'  -&��+! ,'�2�+'+!S -+ $?#+!"�'$$' �& 2-2'+! 2�J
U+"!#%&' M /' .?" 4�+!#..-+ '+ ,�"$'+ ' /?&+  4�2, 2�U+"!#%&' �S /-++" ,�� [

M = −∂F
∂H

Q3HR
-� F /"$#U+' $-+ "+'�U#' .#I�' �� ]+ $'  -+!'+!' /?"!&/#'� .' 2�U+"!#$2' '+  4�2, V�#I.'
QgµBH � sup(T,∆)S g "!�+! .' V� !'&� /' *�+/" /'$ ".' !�-+$R /' $-�!' %&' .?-+ ,&#$$'
-&I.#'� .'$ 'T'!$ /' $,#+ [ -+ ,��.' /' �����
���� 	
��
�� �H(S HHS H@�� *� �#U#/#!" $,' !��.'
'! .�  -��".�!#-+ $&� &+' " 4'..' Ec

,'�$#$!'+! & .� 2-0'++' U��+/  �+-+#%&' /& 2-2'+!
-�I#!�. '$! +&..' !�+/#$ %&' $� 2-0'++'  �+-+#%&' '$! ^+#' '!S .X �&$$#S ,���2�U+"!#%&'�
�. 'B#$!' &+' $'&.' ,�'&W' 'B,"�#2'+!�.' /'  ' ,4"+-21+'S /-++"' ,�� *� *"W0 �H3� %&# �
2'$&�" .� $&$ ',!#I#.#!" '+ I�$  4�2, /?&+ '+$'2I.' /'  ���"$ ".�I-�"$ /�+$ &+' 4"!"�-J�-+ !#-+ GaAs/GaAlAs� "+' 'B,.# �!#-+ $#2,.' /'  ' ,4"+-21+' '$! /-++"' $#2&.!�+"J2'+! ,�� ,.&$#'&�$ �&!'&�$ �()S H5S HC�S %&#  -+$#$!' X �'.#'� .'$ ,�-,�#"!"$ 2�U+"!#%&'$ X
.� �#U#/#!" $,' !��.' ,�� .' I#�#$ /' /' �'.�!#-+$ !4'�2-/0+�2#%&'$ !�1$ U"+"��.'$� F+ W-# #
&+' /"2-+$!��!#-+ $&  #+!' � [ '..'  -+$#$!' X 'B,�#2'� .' 2-2'+! 2�U+"!#%&' '+ V-+ !#-+
/& U��+/ ,-!'+!#'. Ω(µ,H) Q#. $?�U#! /-+ /?&+' �,,�- 4' U��+/  �+-+#%&'R '+ !'+�+!
 -2,!' /& V�#! %&' .' ,-!'+!#'.  4#2#%&' /& $0$!12'  -+$#/"�" /",'+/ /& �&BS /' $-�!'
%&' .' +-2I�' /?".' !�-+$ $-#!  -+$!�+! Q#�'� /' $-�!' %&' .� $!�!#$!#%&' $-#!  �+-+#%&'R�
]+ � '+ 'T'! [

MC = − ∂F
∂H

∣

∣

∣

∣

∣

N

(N,H) = − ∂Ω

∂H

∣

∣

∣

∣

∣

µ

(µ(H), H) Q3@R
-� .' ,-!'+!#'.  4#2#%&' /' .?" 4�+!#..-+ $?" �#! [

µ(H) = 〈µ〉 + δµ(H) Q33R
*' ,-!'+!#'.  4#2#%&' 2-0'++" $&� .' /"$-�/�' 〈µ〉 +' /",'+/ ,.&$ /&  4�2,� *� %&�+!#!"
〈(δµ)2〉 2'$&�' .� �& !&�!#-+ /& ,-!'+!#'.  4#2#%&' /?&+ " 4�+!#..-+ X .?�&!�'� �-&� �'.#'�

������ �����
�� �� 	�����
 �������
��
 
�� ���
��
 ��
� M = IS 
� Φ = HS ! S ����� �� ���	��


��
���
�

�� 	
� ���
��� 
� ��
����� �� ��������� ��  �������
 ��������
! ��������� �
 ������� 

����
�� � ��
������������� �������
 �
 	������ 
� ����� ��� ���
��
��� ��  �������
 �� �
 	��� ��
 ������������� ����
������ � �� ��� 
����� ����� ����
! ��  ������������� 
� 
�� ��������
�

(G



.' U��+/ ,-!'+!#'. X .� $!�!#$!#%&' $,' !��.' Q'! /-+ �&B �& !&�!#-+$RS #. $&�! /?'T' !&'�
&+ /"W'.-,,'2'+! .#2#!" /' Ω �&!-&� /' .� W�.'&� 〈µ〉 [

Ω(µ(H), H) ≈ Ω(〈µ〉, H) + δµ(H)
∂Ω

∂µ

∣

∣

∣

∣

∣

H

(〈µ〉, H) Q35R
��,,'.-+$ %&' .?-+ � [

∂Ω

∂µ

∣

∣

∣

∣

∣

H

(µ,H) = −N(µ,H) Q3CR
-� N(µ,H) /"$#U+' .' +-2I�' /?".' !�-+$ ,�"$'+! /�+$ +-!�' " 4�+!#..-+ $#  '.&#J # � &+
,-!'+!#'.  4#2#%&' µ %&'. -+%&' '! '$! $-&2#$ X &+  4�2, H � F+ �"�.#!"  ' +-2I�' '$!
^B" Q�,,'.-+$ .' N0

RS '! .� /",'+/�+ ' /& ,-!'+!#'.  4#2#%&' µ(H) '+ V-+ !#-+ /' H '$!
/"!'�2#+"' ,�� [

N(µ(H), H) = N0 = N(〈µ〉, H) + δN(H) Q3�R
-� .� %&�+!#!" 〈(δN)2〉 2'$&�' .� �& !&�!#-+ /& +-2I�' /' ,��!# &.'$ /?&+ " 4�+!#..-+ X
.?�&!�'� ]+ "!�I.#' �#$"2'+! &+' �'.�!#-+ '+!�' δN '! δµ '+ /"W'.-,,�+! N(µ,H)  -22'
-+ .?� V�#! ,-&� Ω [

N(µ(H), H) ≈ N(〈µ〉, H) + δµ(H)
∂N

∂µ

∣

∣

∣

∣

∣

H

(〈µ〉, H) Q5GR
]+ ,'&! 2�#+!'+�+! �'W'+#� X .?�#2�+!�!#-+ 2-0'++' %&# $?" �#! [

〈MC〉 = −
〈

∂Ω

∂H

∣

∣

∣

∣

∣

µ

(〈µ〉, H)

〉

+
∂

∂H
〈δµ(H)N(〈µ〉, H)〉 Q5yR

*' ,�'2#'� !'�2' /' .� ,��!#' /�-#!' /'  '!!' "U�.#!"  -��'$,-+/ X .� W�.'&� U��+/  �+-+#%&'
/& 2-2'+! 2�U+"!#%&'S '! '$! /-+ 'B,-+'+!#'..'2'+! V�#I.' & .' $' -+/ ,'&! $' �"" �#�'S
 -2,!' !'+& /& V�#! %&' N(µ(H), H) = N0

'$! #+/",'+/�+! /&  4�2, 2�U+"!#%&' [

〈MC〉 = − ∂

∂H

〈

((δN(〈µ〉, H))2
(

∂N

∂µ

∣

∣

∣

∣

∣

H

(〈µ〉, H)

)−1〉 Q5)R
F+ $&,,-$�+! %&' .'$ /'&B !'�2'$ #2,.#%&"$ /�+$  '!!' 2-0'++' $-+! /" -�"."$ '! %&' [

〈(

∂N

∂µ

∣

∣

∣

∣

∣

H

(〈µ〉, H)

)−1〉

≈ ∆ Q5(R
.?'B,�'$$#-+  �+-+#%&' /& 2-2'+! 2�U+"!#%&' /'W#'+! [

〈MC〉 = −∆

2

∂

∂H

〈

(δN(〈µ〉, H))2
〉 Q5HR

*� �& !&�!#-+ (δN)2 /& +-2I�' /?".' !�-+$ /?&+ " 4�+!#..-+ X .?�&!�' X ,-!'+!#'.  4#2#%&'
^B" '$! I#'+J$�� �'.#"' X .� �#U#/#!" $,' !��.' [ '..' '$! ,.&$ #2,-�!�+!' '+  4�2, ^+# %&?'+
 4�2, +&.S ,&#$%&' .' $,' !�' '$! ,.&$ �#U#/' '+  4�2, ^+# %&?'+  4�2, +&. QW-#� .� ^U&�'y(R� ]+ � /-+ [

〈

(δN(H 6= 0))2
〉

<
〈

(δN(H = 0))2
〉 Q5@R

]+ '+ /"/&#! %&' .?�#2�+!�!#-+ '$! ,-$#!#W' '+  4�2, ,-$#!#V �.-�$ %&?'..' '$! +&..' '+
 4�2, +&. Q,�� ,��#!"R [ #. $?�U#! I#'+ /' ,���2�U+"!#$2'� A#+$# .� $&$ ',!#I#.#!" /?&+
'+$'2I.' /?" 4�+!#..-+$ /-#!J'..'  4�+U'� /' $#U+' '+ V-+ !#-+ /' .� !'2,"��!&�' [ '..'
'$! /#�2�U+"!#%&' X 4�&!' !'2,"��!&�' Q/#�2�U+"!#$2' /' *�+/�&R '! ,���2�U+"!#%&' X
I�$$' !'2,"��!&�'S  -22' -+ W#'+! /' .' W-#�� �. +?0 � ,�$ ,-&� .?#+$!�+! /' W"�#^ �!#-+
'B,"�#2'+!�.' /'  '! 'T'!�
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$#!' �H5S H���

*?�2,.#!&/' /&  -&��+! 2-0'+ '+ ,�"$'+ ' /?#+!'�� !#-+$ � "!"  �. &." /#�U��22�J

()



���� y # ���	��	��
�	� �� ��
�	������ ��� ������� � 	���
��� �
 ��� �	�
��
� �� ������
�	��� �
 
������� �	�
 ��� ����
��� ���
	���� 
��	
������ ��� ���	��	��
�	�� �� �	�

�������� ��� 
��
 ��� �� 
��� ��
�	����� p

��
 ��� �
���
 
M1/2

eff
� �� ���
 �� ���
	�������

��
 ���	���
������

$4"-�#' 〈

E2
p

〉 〈
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$!�!#$!#%&' U��+/  �+-+#%&' Q#�'�  -++' !" X /'$ ^.$ /' 2'$&�'R�"+ !'. $0$!12' '+ .?�I$'+ '
/' !-&!' ,'�!&�I�!#-+ 'B!"�#'&�' Q'! '+ .?�I$'+ ' /' 2" �+#$2'$ #+".�$!#%&'$R '$! �"U# ,��
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H0 =
1

2m
~P 2 + V (~r) Q53R

-� V (~r) �',�"$'+!' .' ,-!'+!#'.  �"" ,�� .' �"$'�&  �#$!�..#+ �#+$# %&' ,�� .'$ #2,&�'!"$�
A^+ /'  �. &.'� .�  -+/& !�+ ' A� /'  ' $0$!12' -+ .' $-&2'! X &+  4�2, ".' !�#%&' ~E&+#V-�2' #+^+#!"$#2�. -$ #..�+! X .� ,&.$�!#-+ ω � *?4�2#.!-+#'+ /& U�\ /?".' !�-+$ /'W#'+! [

H =
1

2m
(~P + e ~A)2 + V (~r ) Q55R

�W' 
~E = −∂

~A

∂t
= −i(ω + is) ~A Q5CR

-� s /"$#U+' .?#+W'�$' /& !'2,$ /' I��+ 4'2'+! �/#�I�!#%&' /&  4�2,� ]+ .?-2'!!��
/�+$ .'$ V-�2&.'$ #+!'�2"/#�#�'$ /&  �. &.� *?'T'! /'  '  4�2, ".' !�#%&' '$! !��#!" '+
,'�!&�I�!#-+ X .?-�/�' 1 '+ A /' $-�!' %&' .?-+ ,'&! " �#�' [

H = H0 + δH Q5�R
�W' ��

δH =
e

2m
(~P . ~A+ ~A.~P ) QCGR

*� 2�!�# ' /'+$#!" ρ /& $0$!12' "W-.&' �&  -&�$ /& !'2,$ '& "U��/ X .?"%&�!#-+ /'
*#-&W#..' Q/�+$ !-&!' .� $&#!' -+ ,�'+/�� h̄ = 1R [

i
∂ρ

∂t
= [H, ρ] QCyR

*� ,'�!&�I�!#-+ $#+&$-�/�.' /&  4�2, +' /",.� ' %&' ,'& .' $0$!12' /' $-+ "%&#.#I�'
!4'�2-/0+�2#%&'S /' $-�!' %&' [

ρ(t) = ρ0 + δρ(t) QC)R
-� ρ0

/"$#U+' .� 2�!�# ' /'+$#!" /& $0$!12' X .?"%&#.#I�' !4'�2-/0+�2#%&' X .� !'2,"��J!&�' T '+ .?�I$'+ ' /'  4�2, ".' !�#%&'S '! /"^+#' ,�� [
ρ0 =

N exp−βH0

Tr exp−βH0

= f(H0 − µ0)
QC(R

-�N '$! .' +-2I�' /?".' !�-+$ ,�"$'+!$ /�+$ .?" 4�+!#..-+Sβ = 1/T Sµ0
/"$#U+' .' ,-!'+!#'.

 4#2#%&' '! f .� V-+ !#-+ /' %'�2#J�#�� [
f(x) =

1

1 + exp βx
QCHR

������� �� ��� 
 �
 ������� " div ~A = 0 �
� �
����
��� ~A 
� ~P ������
���
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F+ +-!�+! En
.'$ W�.'&�$ ,�-,�'$ �$$- #"'$ �&B W' !'&�$ ,�-,�'$ |n〉 /' H0

[
H0|n〉 = En|n〉 QC@R

.?"%&�!#-+ QC)R $?" �#!S �& ,�'2#'� -�/�' '! �,�1$ !��+$V-�2"' /' %-&�#'� [
〈n|δρ|l〉 =

eA

m

fn − fl

En − El + ω
〈n|P |l〉 QC3R

'!
〈n|δρ|n〉 = 0 QC5R

�W' 
fn = f(En − µ) QCCR

'! -� P /"$#U+' .� ,�-�' !#-+ /' .?-,"��!'&� #2,&.$#-+ ~P $&#W�+! .� /#�' !#-+ /&  4�2,
".' !�#%&'� ]+ ,'&! 2�#+!'+�+!  �. &.'� .� /'+$#!" /'  -&��+! /�+$ .?" 4�+!#..-+ [

J = − e

mV Tr ρ(P + eA)

= − e

mV [Tr ρ0P − eATr ρ0 + Tr δρP ]

QC�R

-� V /"$#U+' .' W-.&2' /' .?" 4�+!#..-+� *' ,�'2#'� !'�2' '$! /?-�/�' 0 '+ A [ #. /" �#! .'
 -&��+! '+ .?�I$'+ ' /'  4�2, ".' !�#%&'S '! '$! /-+ +&. ,-&� &+ I���'�& 2� �-$ -,#%&'�
*' $' -+/ !'�2' W�&! $#2,.'2'+! nee

2A/m -� ne = N/V /"$#U+' .� /'+$#!" ".' !�-+#%&'�
*' !�-#$#12' !'�2' $'  �. &.' X .?�#/' /' .?"%&�!#-+ QC3R� ]+ '+ /"/&#! .�  -+/& !#W#!" [

σ(ω) = i
nee

2

mω
− i

e2

m2Vω
∑

n,l,n 6=l

fn − fl

En −El + ω

∣

∣

∣〈n|P |l〉
∣

∣

∣

2 Q�GR
� ����� �� �	���

_&$%&?# # $'&.' .?'B,�'$$#-+ /' δH � "!" &!#.#$"'� A^+ /' $#2,.#^'� .� V-�2&.'  #J/'$$&$
-+ W� "!�I.#� &+' �1U.' /' $-22' V-+/"' $&� /'$ �'.�!#-+$ /'  -22&!�!#-+ V�#$�+! #+!'�W'+#�
H0

SX '! P � ]+ � '+ 'T'! �� [
[X,P ] = i et [X,H0] =

i

m
P Q�yR

/?-� .?-+ /"/&#! [
〈n|P |l〉
En − El

= −m
i
〈n|X|l〉 Q�)R

]+ '+ /"/&#! $#2,.'2'+! .� �1U.' /' $-22' $&#W�+!' ,-&� !-&!' W�.'&� /' n /-++"' �
 [
∑

l,l 6=n

∣

∣

∣〈n|P |l〉
∣

∣

∣

2

En − El

= −m
2

Q�(R
� �	
���� �� ���	

�' # ,'�2'! /' �"" �#�' .�  -+/& !#W#!" $-&$ .� V-�2' �� [

σ(ω) = i
e2

m

∑

n,l,n 6=l

fn − fl

En −El

∣

∣

∣〈n|P |l〉
∣

∣

∣

2

En − El + (ω + is)
Q�HR
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��+$ !-&!  ' %&# ,�" 1/' -+ /-#! �W-#� ω � s
� �','+/�+! .'  4�2, ".' !�#%&' ,'&! Y!�'

"!�I.# �&$$# .'+!'2'+! %&' /"$#�"S /' $-�!' %&?#. '$! ."U#!#2' /' V�#�' !'+/�' s W'�$ \"�-� *�
,��!#' �"'..' Q/#$$#,�!#W'R /' .�  -+/& !#W#!" /'W#'+! �.-�$ [

<e σ(ω) = −πe
2

m

∑

n,l,n 6=l

f(El + ω) − f(El)

ω

∣

∣

∣〈n|P |l〉
∣

∣

∣

2

δ(En − El + ω) Q�@R
�'!!' /'�+#1�' "%&�!#-+ '$! .� V-�2' 4�I#!&'..' /' .� V-�2&.' /' �&I-�

� �	
���� �� �
�����+$ .'  �$ /?&+ $-.#/' 2� �-$ -,#%&' .� /#$!�+ ' 2-0'++' ∆ '+!�' +#W'�&B /?"+'�U#'
�/�� '+!$ '$! 'B!�Y2'2'+! V�#I.'S /' $-�!' %&' .?-+ � !-&�-&�$ [ T, ω � ∆

� ]+ ,'&! �.-�$
/" �#�' .' $,' !�' '+ !'�2' /'  -+!#+&&2S '! .�  -+/& !#W#!" X V�"%&'+ ' +&..' /'W#'+! [

lim
ω→0,ω�∆

<e σ(ω) = −πe
2

m

∫

dE
∫

dE ′ ∂f

∂E
P 2(E,E ′)δ(E − E ′) Q�3R

-� N(E) /"$#U+' .� /'+$#!" /?"!�!$ X .?"+'�U#' E '!
P 2(E,E ′) =

∑

n,l

∣

∣

∣〈n|P |l〉
∣

∣

∣

2

δ(E − En)δ(E ′ − El)
Q�5R

]+ -I!#'+! �.-�$ X !'2,"��!&�' +&..' [
<e σ(ω = 0) =

πe2

m
lim

δE→0,δE�∆
P 2(EF , EF + δE) Q�CR

*?"."2'+! /' 2�!�# ' P 2 ,'&! Y!�' "W�.&" ,�� &+' �,,�- 4' $'2#J .�$$#%&' �5�� �. '$! �'.#"
�& !'2,$ /'  -..#$#-+ ".�$!#%&' τe S /' $-�!' %&' .� V-�2&.' ,�" "/'+!' �'/-++' .� V-�2&.'
/' ��&/' [

σ0 =
ne2τe
m

Q��R

6���6 <�:����
:�� ���: �
����� !:�
� �� ��� � 	�� �����
���	� ��	�� ������

�-22'+�-+$ ,�� �'2��%&'� %&' .� V-�2&.' /' �&I- Q�@R '$! W�.�I.' $�+$ �&!�' �'$J!�# !#-+ %&'  '..' /' .� �",-+$' .#+"�#�' [ '+ ,��!# &.#'� �& &+' 40,-!41$' +?� "!" "2#$'
$&� .' $,' !�' /' H0

� �&,,-$-+$ %&'  '.&#J # $-#! /#$ �'! [ .�  -+/& !�+ ' /' +-!�' " 4�+J!#..-+ '$! �.-�$ !-&�-&�$ +&..' $�&V $# ω '$! 'B� !'2'+! "U�. X .� /#T"�'+ ' '+!�' /'&B
+#W'�&B /?"+'�U#'S .' ,.&$ I�$ "!�+! -  &," '! .' ,.&$ 4�&! W#/' [ #. $?�U#! /?&+' �I$-�,!#-+
�"$-+�+!'� F+ ,��!# &.#'� .�  -+/& !�+ ' X I�$$' V�"%&'+ ' Qω � ∆R '$! +&..'� �'  �$
'$! I#'+J$�� 'B!�Y2' [ '+ �"�.#!" .'$ +#W'�&B ".' !�-+#%&'$ $-+! !-&�-&�$ ".��U#$ ,�� /'$
,�- '$$&$ #+".�$!#%&'$� �&,,-$-+$ ,-&� $#2,.#^'� %&'  4�%&' +#W'�& � %&#1�' &+' .��U'&�
γ #+/",'+/�+!' /' .?"+'�U#'� ��+$ .'  �$ -� γ � ∆S .'$ +#W'�&B $' �' -&W�'+! .��U'J2'+! .'$ &+$ .'$ �&!�'$S '! !-&! $' ,�$$'  -22' $# .' $,' !�' "!�#!  -+!#+& [  ?'$! .'  �/�'
/?�,,.# �!#-+ /' .� !4"-�#' /#�U��22�!#%&'� A .?#+W'�$' ,-&� γ � ∆ -+ /-#! -I!'+#� &+'
 -+/& !�+ ' %&# /",'+/ 'B,.# #!'2'+! /'$ ,�- '$$&$ #+".�$!#%&'$� *'  �. &. /' .�  -+/& J!�+ ' /?�++'�&B 2"$-$ -,#%&'$ #$-."$ &+#/#2'+$#-++'.$ '+ ,�"$'+ ' /?&+ ".��U#$$'2'+!
#+".�$!#%&' � "!" "!&/#" X !�-#$ �',�#$'$ [ *�+/�&'� '! E�!!#�'� �@�� +?-+! ,�#$ '+  -2,!'
%&' .' /'�+#'� +#W'�& -  &," '! .' ,�'2#'� W#/'S γ−1 "!�+! .' !'2,$ /' W#' /'  ' /'�+#'� &
�2�0 '! �4#�'+ �3G� -+! $#2,.'2'+! �'2,.� " .'$ /#�� $ /' .� V-�2&.' /' �&I- ,�� /'$
.-�'+!\#'++'$ /' .��U'&� γ !�+/#$ %&' $�#W'/# '! E�-
+' �3y� -+! #+!"U�" γ /' 2�+#1�' ,.&$

(5



'B,.# #!' /�+$ .?"%&�!#-+ /?"W-.&!#-+ /' .� 2�!�# ' /'+$#!"� *'$ /'&B#12'$ -+! -I!'+& &+'
2�U+"!- -+/& !�+ ' ����
��� '+  4�2, V�#I.'S X .?#+W'�$' /'$ ,�'2#'�$ '! /'$ !�-#$#12'$�

� �	����
���� �	�����
]+ � /#! %&?'+ .?�I$'+ ' /?".��U#$$'2'+! #+".�$!#%&' .�  -+/& !�+ ' /?&+ $0$!12' ^+#

&+#%&' "!�#! +&..' '+ U"+"��.� �','+/�+! $# .?-+  -+$#/1�' &+ #+^+#!" /' $0$!12'$ 2�J
 �-$ -,#%&'2'+! #/'+!#%&'$ 2�#$ 2# �-$ -,#%&'2'+! /#T"�'+!$S -+ W-#! I#'+ %&' %&'. %&'
$-#! .� W�.'&� /' ω S #. 'B#$!'�� !-&�-&�$ &+ $0$!12' �"$-+�+! X  '!!' V�"%&'+ '� �.&$ ,�" #J
$"2'+! .?�I$-�,!#-+ /' .� V�"%&'+ ' ω $'�� �'.#"' X .� ,�-I�I#.#!" %&' /'&B +#W'�&B $-#'+!
/#$!�+!$ /' ω � A !�1$ I�$$' V�"%&'+ '  '!!' ,�-I�I#.#!" p(ω) '$!  '..' %&' /'&B +#W'�&B
�/�� '+!$ $-#'+! $",��"$ /' ω � ]� -+ $�#! %&' p(ω) ,'&! Y!�'  �. &."' /�+$ .'  �/�' /'$
2�!�# '$ �."�!-#�'$ �(G� [ p(ω) ∝ ωβ -� β = 1 '+  4�2, 2�U+"!#%&' +&. '! β = 2 '+  4�2,
^+#� �-&� ω � ∆ -+ -I!#'+! /-+ %&' .?�I$-�,!#-+ '$! ,.&$ #2,-�!�+!' '+ .?�I$'+ ' /'
 4�2, 2�U+"!#%&' [ #. $?�U#! /-+ /?&+' 2�U+"!- -+/& !�+ ' ����
���� �'!!' �,,�- 4'
$!�!#$!#%&' '$!  '..' /' �-��-W '! F.#�$4I'�U �3)��

� �	����
���� �� ���
��� �	� ��	�� � �	
���� �� �������

�. +-&$ �'$!' X  -+$#/"�'� .'  �$ -� .?" 4�+!#..-+ /-+! -+ 2'$&�' .�  -+/& !�+ ' '$! ^+#

2�#$  -++' !" X /'$ ^.$ /' 2'$&�' [  ?'$! .'  �$ 4�I#!&'. /' !-&!'$ .'$ "!&/'$ /' !��+$,-�!
�y�S )G�� *' $0$!12' �&%&'. #. V�&! �,,.#%&'� .� V-�2&.' /' �&I- +?'$! ,.&$ .?" 4�+!#..-+
$'&. S 2�#$ #. V�&! 0 �/�-#+/�' .'$ ^.$ '! .?�,,��'#. /' 2'$&�'� *� V��-+ .� ,.&$ $#2,.' /'V�#�'  ' # '$! /' $&,,-$'� %&' .'$ ^.$ $-+! ,��V�#!$ Q'B'2,!$ /' /"$-�/�'R '! #+^+#$S '!
%&' .'  4�2, ".' !�#%&' '$!  -+^+" X .?" 4�+!#..-+ �3(�� �' #  -��'$,-+/ �&$$# �&  �/�' /'
.� !4"-�#' /#�U��22�!#%&' -� .?".��U#$$'2'+! '$! "U�. X .?"+'�U#' /' $4-&.'$$ [ γ ≈ Ec

�
�40$#%&'2'+!S  '.�  -+$#$!' X �'U��/'�  -22'+! .'$ ".' !�-+$ ���#W�+! ,�� .?&+ /'$ ^.$
$-+! !��+$2#$ /�+$ .?�&!�' ^.� �. $?�U#! /-+ /' .?�+�.-U&' /?&+' 'B,"�#'+ ' /' /#T&$#-+�
*�  -+/& !�+ ' '$! /"!'�2#+"' ,�� .� 2�!�# ' /' !��+$2#$$#-+ t /' .?" 4�+!#..-+ W#� .�
V-�2&.' /' *�+/�&'� �� �CS 3H� [

G =
e2

h
Tr tt+ QyGGR

*?" 4�+!#..-+ +' /#$$#,' ,�$ /?"+'�U#' &  ?'$! .' �"$'�W-#� $#!&" �& I-&! /'  4�%&' ^. %&#
�I$-�I' '! �""2'! /'$ ".' !�-+$ /' 2�+#1�' #+ -4"�'+!'� *?"%&#W�.'+ ' /'$ �,,�- 4'$ /'
�&I- '! *�+/�&'� +?'$! �&$!#^"' %&' $# .?-+  -+$#/1�' /�+$ .� V-�2&.' /' �&I- .'$ V-+ !#-+$
/?-+/' /& $0$!12'  -2,.'! " 4�+!#..-+J^.$ �3(�� F+^+ ��,,'.-+$ %&' .� !4"-�#' /#�U��2J2�!#%&' �,,.#%&"' X .�  -+/& !�+ ' 2-0'++' /?&+ �++'�&  -+/&#! �&B -$ #..�!#-+$ /'
A.!$4&.'�S A�-+-W '! �,#W�� QAA�R �yC� [ .� 2�U+"!- -+/& !�+ ' '+  4�2, V�#I.' '$!
�.-�$ �	��
����

��� �	��������� �� ��������� ���	��	������
6�6�� �������: �� �8��9���

�-&$ �W-+$ ,�$$" '+ �'W&' �& ,���U��,4' ,�" "/'+! /#T"�'+!'$ �,,�- 4'$ /' .�  -+/& J!�+ ' /?&+ $0$!12' %&�+!#%&'� �-&$ �..-+$ X ,��!#� /' 2�#+!'+�+! +-&$ #+!"�'$$'� �&  �$
/' .� U"-2"!�#' �++&.�#�'S ,-&� .�%&'..' #. '$! &+ ,���21!�' 'B!"�#'&� �  -�/�I.' X $-&J
����
��
 	�����
 ����
�
��� � ��
 �
���
 � �
�� ����

(C



4�#! [ .' �&B $!�!#%&' Φ
!��W'�$�+! .?�++'�&� *� 2'$&�' /' .�  -+/& !�+ ' /?&+ �++'�&

,'&! $' V�#�' /'  #+% 2�+#1�'$S ,�"$'+!"'$ $&� .� ^U&�' yH [
# *� ,�'2#1�' Q�R  -��'$,-+/ X .� 2'$&�' /' !��+$,-�! /" �#!' ,�� .� V-�2&.' /'

*�+/�&'�� *' $,' !�' /& $0$!12' '$!  -+!#+& '! .' +-2I�' /?".' !�-+$ ,�"$'+!$ /�+$
.?�++'�& '$! W��#�I.' [ #. '$! /" �#! ,�� &+' $!�!#$!#%&' U��+/J �+-+#%&'�

# ��+$ .� /'&B#12' QIRS -+ ,.� ' .?�++'�& '+!�' /'&B ,.�%&'$ /?&+  -+/'+$�!'&� %&#
 �"' &+  4�2, ".' !�#%&' X V�"%&'+ ' ^+#'� *?�++'�& ,'&! �W-#� &+ $,' !�'  -+!#+&
-& /#$ �'! $'.-+ %&' γ > ∆ -& γ < ∆ & .' +-2I�' /?".' !�-+$ '$!  -+$!�+! [ #. $?�U#!
/?&+' $!�!#$!#%&'  �+-+#%&'� �','+/�+! .'  4�2, ".' !�#%&' ,�"$'+! /�+$ .?�++'�&
+?'$! ,�$  '.&# �,,.#%&" [ #. '$! V-�!'2'+! �"/&#! ,�� .?" ��+!�U' /'$ ".' !�-+$ /'
 -+/& !#-+S !-&! �& 2-#+$ /�+$ .'  �$ /?&+ 2"!�. 2� �-$ -,#%&' �� �

# *'  �$ Q R  -��'$,-+/ �& ,�" "/'+! '+ $!�!#$!#%&' U��+/J �+-+#%&' '! ,-&� &+ $,' !�'
 -+!#+&�

# *'$ 2'$&�'$ Q/R '! Q'R $-+! V-�! /#T"�'+!'$ /'$ ,�" "/'+!'$ [ .'  4�2, ".' !�#%&' '$!
#+/&#! ,�� &+' W��#�!#-+ δΦ(t) /& �&B '+$'��" ,�� .?�++'�& & .'$ .#U+'$ /'  4�2,
$-+! .' .-+U /& ^.S '! #. +?0 � ,�$ /?" ��+!�U'� �','+/�+! .'$  �$ Q'R '! Q�R $-+!
"%&#W�.'+!$ ,-&� &+ " 4�+!#..-+ X $,' !�'  -+!#+& �yC��

�&'.%&'$ �'2��%&'$ $?#2,-$'+! [
# A.-�$ %&' .'$ !�-#$ ,�'2#1�'$ $-+! ,-$$#I.'$ %&'..' %&' $-#! .� U"-2"!�#'S .'$ /'&B

�&!�'$ $-+! $," #^%&'$ /' .� U"-2"!�#' 2&.!#,.'2'+!  -++'B'�
# �-&� .' $0$!12' 2� �-$ -,#%&'S .'$  #+% 2'$&�'$ ,�"$'+!"'$ /-++'+! .' 2Y2' �"$&.J!�! [ .�  -+/& !�+ ' /' ��&/'�
# *'$  �$ /' $,' !�'  -+!#+& Qγ � ∆ -& " 4�+!#..-+  -++' !"R $-+! /" �#!$ ,�� .�

!4"-�#' /#�U��22�!#%&'�
# F+ ,�"$'+ ' /?&+ �&B $!�!#%&'S $'&.'$ .'$  -+^U&��!#-+$ QIR '! Q/R /-++'+! .#'& X &+

 -&��+! ,'�2�+'+! 2-0'+ +-+ +&.�
*'$ /#W'�$ !��W�&B �0�+! !��#!" /' .�  -+/& !�+ ' /?�++'�&B 2"$-$ -,#%&'$ -+! !��#!" .'$
 �$ $&#W�+!$ [
# *'  �$ Q�R '$!  '.&# /' .� !4"-�#' /#�U��22�!#%&'S ,-&� &+ �++'�& !�#/#2'+$#-++'.

/�+$ .' �"U#2' /#T&$#V QAA�R� �.  -+/&#! X &+' 2�U+"!- -+/& !�+ ' �	��
����
# �-��-W '! F.#�$4I'�U -+!  �. &." .�  -+/& !�+ ' /' ,��!# &.'$ 2"!�..#%&'$  -��'$J

,-+/�+! �&  �$ QIR Q$�+$ !-&!'V-#$  �. &.'� .� W�.'&� /&  4�2, ".' !�#%&' " ��+!"R�
�-22' -+ .?� W&S &+' 'B!'+$#-+ /' .'&� ��#$-++'2'+!  -+/&#! X &+ 2�U+"!- -+J
/& !�+ ' ����
����

# *'$  �$ Q R +?�S X 2�  -++�#$$�+ 'S ��2�#$ "!" �I-�/"� *� 2'$&�' Q'R /�+$ .'  �$
-� .'  -&,.�U' �W' .' �"$'�W-#� '$! V�#I.' Q/' $-�!' %&' .' $,' !�' /' .?" 4�+!#..-+
,&#$$' !-&�-&�$ Y!�'  -+$#/"�"  -22' /#$ �'!R � "!" !��#!" X &+' /#2'+$#-+ /�+$ .�
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Φ(t)

µ

µ

Φ
1

µ 2µ (a)

(b)
(c)

(d) (e)

Φ

E(t)

Φ

E(t)

Φ(t)

Φ(t)= Φ+δΦ(t)

���� yH # ��� ��� �
��
�� ���	�� �� ����
�
 �� �	����
���� � 	�� ������ � ��� �	
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�"V"�'+ ' �3@� & .'  �$ /?&+  -&,.�U' V-�!  -��'$,-+/ X &+  -+!#+&&2 /?"+'�U#'S '!
/-+ X AA��

# *'  �$ Q/R /' .?�++'�& #$-." � "!" "!&/#" X 2�#+!'$ �',�#$'$ �3GS 3yS 33�S 2�#$ !-&�-&�$
,-&� &+ �++'�& &+#/#2'+$#-++'.S /-+ ��2�#$ /�+$ .' �"U#2' /#T&$#V�

]+ W-#! %&' .�  -+/& !�+ ' /?&+ $0$!12' '$! &+' %&�+!#!" %&# /",'+/ /��2�!#%&'2'+! /'
.� 2�+#1�' /-+! -+ .� 2'$&�'� F+ U&#$' /?#..&$!��!#-+S  -+$#/"�-+$ &+ 'B'2,.' 'B!�Y2' [
&+ $0$!12' #$-." �& $,' !�' /#$ �'! Qγ � ∆R� *?�$,' ! /#$ �'! /& $,' !�' V�#! %&' $�
 -+/& !�+ ' $?�++&.' X I�$$' V�"%&'+ ' [ #. $?�U#! /-+ /?&+ #$-.�+!� �-&� 2'$&�'� $�
 -+/& !�+ ' -+ .&# �/�-#+! /'$ ^.$ [ .� .��U'&� /'$ +#W'�&B +?'$! ,.&$ /"!'�2#+"' ,��
.'$ 2" �+#$2'$ #+".�$!#%&'$ #+!�#+$1%&'$S 2�#$ ,�� .' V-�!  -&,.�U' %&?-+ .&# V�#! $&I#�
Qγ ≈ Ec � ∆R� �. /'W#'+! �.-�$  -+/& !'&� �
�-&$ +-&$ $-22'$ #+!"�'$$"$ �&  �$ /?�++'�&B !�#/#2'+$#-++'.$ /�+$ .' �"U#2' /#T&$#V

!��W'�$"$ ,�� &+ �&B  -2,-$" /?&+' ,��!#' $!�!#%&' ΦDC
'! /?&+' ,��!#' �.!'�+�!#W' δΦ(t)

HG



-$ #..�+! X .� ,&.$�!#-+ ω [
Φ(t) = ΦDC + δΦ(t) QyGyR

�-&$ +-&$ $-22'$ �'$!�'#+!$ X .� �",-+$' .#+"�#�' [ δΦ � Φ0

� *?�W�+!�U' /'  '!!'  -+^U&J
��!#-+ Q%&#  -��'$,-+/ �&  �$ Q/R '! Q'RR '$! %&' .'  4�2, ".' !�#%&' W& ,�� .'$ ".' !�-+$
+?'$! ,�$ " ��+!"S 2�#$ W�&! [

~E = − 1

L

∂Φ

∂t
~eθ

QyG)R
-� L /"$#U+' .�  #� -+V"�'+ ' /' .?�++'�& '! ~eθ

.' W' !'&� -�!4-��/#�.� �-&$ +-&$ $-22'$
#+!"�'$$"$ �&  �$ /?�++'�&B X $,' !�' /#$ �'! Qγ � ∆R ,-&� .'$%&'.$ .�  -+/& !�+ ' '$!
&+' ,�-,�#"!" #+!�#+$1%&' �� /' .?" 4�+!#..-+ Q!-&! �& 2-#+$ ,-&� .�  -+^U&��!#-+ Q/RR�
�' #  -��'$,-+/ X /'$ " 4�+!#..-+$ $'2#J -+/& !'&�$ �35� ,-&� .'$%&'.$ -+ ,-&��� �'U��/'�
.?#+�&'+ ' /& �&B $!�!#%&'S /' .� !'2,"��!&�' '! /' .� V�"%&'+ 'S  '$ /'�+#'�$ ,-&W�+!
Y!�' #+V"�#'&�$ -& $&,"�#'&�$ X

γ '!�-& ∆
�

6�6�6 ����9��
���:
�-&$ �W-+$ �',�#$ .' 2-/1.' /"W'.-,," ,�� $�#W'/# '! E�-
+' �3y� '! .?�W-+$ "!'+/& �&

 �$ /?&+ �++'�& !�#/#2'+$#-++'. /�+$ .' �"U#2' /#T&$#V� *'  �. &. /' .�  -+/& !#W#!" '$!
�+�.-U&' X  '.&# /"W'.-,," ,-&� .� V-�2&.' /' �&I-S �W' %&'.%&'$ 2-/#^ �!#-+$ /&'$ �&B
!�-#$  �&$'$ $&#W�+!'$ [ .� U"-2"!�#' �++&.�#�'S .?#+!"U��!#-+ /?&+ 2" �+#$2' #+".�$!#%&'
'! .' !��W�#. '+ $!�!#$!#%&' "W'+!&'..'2'+!  �+-+#%&'�

*� U"-2"!�#' �++&.�#�' '$! !-,-.-U#%&'2'+! ,"�#-/#%&'S  ' %&# #2,-$' [
V (r, θ + 2π, z) = V (r, θ, z) et |Ψ(r, θ + 2π, z)〉 = |Ψ(r, θ, z)〉 QyG(R

,-&� !-&!' V-+ !#-+ ,�-,�' |Ψ〉 /' H � *' ,-!'+!#'. W' !'&� '$! -�!4-��/#�. [ ~A(t) = A(t)~eθ�W' [
A(t) = A0 + δA(t) = Φ(t)/L QyGHR

*?4�2#.!-+#'+ /& $0$!12' '+ .?�I$'+ ' /' .� ,'�!&�I�!#-+ δΦ(t) $?" �#! [
H0(ΦDC) =

1

2m
(~P + e ~A0)

2 + V (r, θ, z) QyG@R
*' �&B $!�!#%&' '$! &+ ,���21!�' /-+! /",'+/'+! .'$ "."2'+!$ ,�-,�'$ /' H0

�
����������� ������
�����
�+!"�'$$-+$J+-&$ �&  -&,.�U' /& $0$!12' ".' !�-+#%&' X &+ �"$'�W-#� [ '+ .?�I$'+ '

/?&+ !'.  -&,.�U'S $-+ "W-.&!#-+ '$! /" �#!' ,�� .?"%&�!#-+ /' *#-&W#..' QC)R� A .?#+W'�$'S
$?#. '$! #+$!�+!�+"2'+! !4'�2�.#$"S $� 2�!�# ' /'+$#!" '$! '+ ,'�2�+'+ ' "U�.' X .� 2�!�# '
/'+$#!" /?&+ $0$!12' #+/",'+/�+! /& !'2,$ /-+! .?4�2#.!-+#'+ '$! /-++" ,�� H(t) [

ρequ(t) =
N exp(−βH(t))

Tr exp(−βH(t))
QyG3R
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��+$ .'  �$ /?&+ !'2,$ /' �'.�B�!#-+ ^+#S .?"W-.&!#-+ /' .� 2�!�# ' /'+$#!" /& $0$!12'
,'&! Y!�' /" �#!' ,�� &+' "%&�!#-+ ,#.-!' %&# #+ .&$ .?"W-.&!#-+ .#I�' '! .� !4'�2�.#$�!#-+
�3CS 3�� [

i
∂ρ

∂t
= [H, ρ] − iγ(ρ− ρequ)

QyG5R
-� γ−1 '$! .' !'2,$ /' �'.�B�!#-+ /& $0$!12' W'�$ .?"%&#.#I�'� *?-�#U#+' /' .?'B#$!'+ ' /'
γ '$! .'  -&,.�U' /' .?" 4�+!#..-+ X &+ I�#+ !4'�2#%&' Q ' %&# '$! V�#! ,�� .'$  -..#$#-+$
#+".�$!#%&'$ /'$ ".' !�-+$ /' .?�++'�&R ��� ]+ ,'&! "U�.'2'+! W-#� γ  -22' .� .��U'&�
/'$ +#W'�&B /?"+'�U#'� F+^+ ,&#$%&' $� ,�"$'+ ' '$! /&' �&B  -..#$#-+$ #+".�$!#%&'$S γ−1

/-#! Y!�' �'.#" �& !'2,$ /'  -4"�'+ ' /' ,4�$' τφ Q.&#J2Y2' /"!'�2#+" ,�� .'$ 2Y2'$
 -..#$#-+$R�

�'U��/-+$ .'$ 40,-!41$'$ $-&$J�� '+!'$ X .?"%&�!#-+ QyG5R [  '..'J # $&,,-$' %&' .�
2�!�# ' /'+$#!" /" �#W�+! .' $0$!12'  -2,.'! " 4�+!#..-+J�"$'�W-#� ,'&! Y!�' /" -&,."'S
/-++�+! .#'& X .?'B#$!'+ ' /?&+' 2�!�# ' /'+$#!" 'T' !#W' /" �#W�+! .?"W-.&!#-+ /' .?" 4�+J!#..-+ $'&.� �' ,.&$ .'  -&,.�U' '$! $&,,-$" $&�$�22'+! V�#I.' /' $-�!' %&' $'&.'$ .'$
,�-,�#"!"$ /0+�2#%&'$ /& $0$!12' $-+! 2-/#^"'$S .'$ ,�-,�#"!"$ !4'�2-/0+�2#%&'$ "!�+!
'..'$ #+ 4�+U"'$� �-&$  '!!'  -+/#!#-+ -+ ,'&!  -+$#/"�'� %&' .'$ "!�!$ ,�-,�'$ /' .?�++'�&
$-+!  '&B %&?#. �&��#! '+ .?�I$'+ ' /'  -&,.�U'S '! +-&$ ,-&��-+$ "W�.&'� .'$ %&�+!#!"$
W-&.&'$ /�+$  '!!' I�$'� �'!!' 40,-!41$' +?'$! �&$!#^"' %&' ,-&� γ � ∆

� "+'  -+$"J
%&'+ ' #2,-�!�+!' "2'�U' �.-�$ [ ,&#$%&' .� $-.&!#-+ $!�!#-++�#�' /' .?"%&�!#-+ QyG5R '$!
ρstat = ρequ

S !-&!'$ .'$ %&�+!#!"$ !4'�2-/0+�2#%&'$ Q!'. .'  -&��+! ,'�2�+'+!R +' $-+!
,�$ $'+$#I.'$ X .� ,�"$'+ ' /& �"$'�W-#�� A#+$# -+ +' ,'&! ,�$S X .?�#/' /?&+ !'. 2-/1.'S �'J!�-&W'� .� /" �-#$$�+ ' 'B,-+'+!#'..' /&  -&��+! ,'�2�+'+! �W' .� .-+U&'&� /'  -4"�'+ '
/' ,4�$'�

� �
�
��
���� ���	�����

�. +-&$ �'$!' X 'B,�#2'� .�  -+!��#+!' $&� .' +-2I�' N /?".' !�-+$ $'.-+ .?'+$'2I.'
$!�!#$!#%&'  4-#$# [  �+-+#%&' Q'B,"�#'+ ' Q/RR -& U��+/J �+-+#%&' Q'B,"�#'+ ' Q'RR� �-&�
 '.� ��,,'.-+$ %&' .?-+ /" -2,-$' .� 2�!�# ' /'+$#!" '+ &+' ,��!#' $!�!#%&' '! &+' ,��!#'
/0+�2#%&' [

ρ(Φ(t), t) = ρ0(ΦDC) + δρ(t) QyGCR
�W' 

ρ0(ΦDC) = f(H0(ΦDC) − µ0)
QyG�R

��+$ .'  �$ /' .?'+$'2I.' U��+/J �+-+#%&'S .' ,-!'+!#'.  4#2#%&' µ /& $0$!12' +' /",'+/
+# /& !'2,$ +# /& �&B $!�!#%&' [ µ = µ0

� F+ �'W�+ 4' .� $!�!#$!#%&'  �+-+#%&' #2,-$' %&'
.' +-2I�' /?".' !�-+$ $-#!  -+$!�+! /�+$ .?�++'�&S  ' %&# $' !��/&#! ,�� &+' /",'+/�+ '
/& ,-!'+!#'.  4#2#%&' '+ V-+ !#-+ /& !'2,$ '! /& �&B $!�!#%&' [

µ(Φ(t)) = µ0(ΦDC) + δµ(t) QyyGR
*�  -+!��#+!' $&� µ $?'B,�#2' X /'&B +#W'�&B [
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# �-&� .' ,�-I.12' $!�!#%&' /" �#! ,�� H0
-+ /-#! �W-#� Tr ρ0 = N  ' %&# $' !��/&#!

,�� &+' "%&�!#-+ #2,.# #!' %&# ,'�2'! /'  �. &.'� µ0(N,ΦDC) [
∑

n

fn = N QyyyR
# �-&� .' ,�-I.12' /",'+/�+! /& !'2,$S -+ /-#! �W-#� X .� V-#$ Tr ρ(t) = N Q$-#!

Tr δρ(t) = 0R '! Tr ρequ(t) = N �W' ρequ(t) = f(H(t) − µ(t))
� �'$ /'&B /'�+#1�'$

 -+/#!#-+$ $-+! '+ V�#! "%&#W�.'+!'$ '! ,'�2'!!'+! /'  �. &.'� δµ(t) /' 2�+#1�' ,'�J!&�I�!#W'�
� ����� �� �	���

]+ ,'&! 2�#+!'+�+! 'B,�#2'� .�  -+/& !#W#!" /' .?�++'�& '+ V-+ !#-+ /'$ "."2'+!$
,�-,�'$ /' .?4�2#.!-+#'+ $!�!#%&' +-+ ,'�!&�I" H0

 -22' -+ .?� V�#! ,-&� .� V-�2&.'
/' �&I-� ]+ W� ,-&�  '.� ,�$$'� ,�� .?#+!'�2"/#�#�' /?&+' �1U.' /' $-22'S /#T"�'+!'
/'  '..' /' .?"%&�!#-+ Q�(R X  �&$' /' .� U"-2"!�#' �++&.�#�' [ '+ 'T'!S .� /"2-+$!��!#-+
/' .?"%&�!#-+ Q�(R �',-$' $&� .?#/'+!#!" [X,P ] = i %&# ,'�/ $-+ $'+$ ,-&� &+' !-,-.-U#'
/-&I.'2'+!  -++'B' /�+$ .�%&'..' .?-,"��!'&� X +?'$! ,�$ 2-+-W�.&" �� S '! /-+ +?'$!
,.&$ 4'�2#!#%&'� �. '+ �"$&.!' %&' .� �1U.' /' $-22' Q�(R '$! 2-/#^"'� �-&� "!�I.#� $�
+-&W'..' 'B,�'$$#-+S #. $&�! /'  �. &.'� /' 2�+#1�' ,'�!&�I�!#W' .'$ "+'�U#'$ ,�-,�'$ /'
.?4�2#.!-+#'+ H0(Φ + δΦ) '+ V-+ !#-+ /'$ "."2'+!$ ,�-,�'$ /' H0(Φ) ,-&� δΦ !'+/�+!
W'�$ \"�- �5G� [

En(Φ + δΦ) = En(Φ) + 〈n|δH|n〉 +
∑

l,l 6=n

∣

∣

∣〈n|δH|l〉
∣

∣

∣

2

En − El

= En(Φ) +
∂En

∂Φ
δΦ +

1

2

∂2En

∂Φ2
(δΦ)2

Qyy)R

]+ +-!'�� %&?#. $?�U#! /?&+ /"W'.-,,'2'+! X .?-�/�' 2 '+ δΦ & #. V�&/�� /-+ !'+#�  -2,!'
/& !'�2' '+ δA2 /' δH � *?"U�.#$�!#-+ /'$ !'�2'$ /?-�/�' 1 +-&$ �'/-++' .� ,�-,�#"!" I#'+
 -++&' �'.#�+! .'  -&��+! /?&+ +#W'�& X .?"."2'+! /#�U-+�.  -��'$,-+/�+! /' P [

∂En

∂Φ
= − e

mL
〈n|P |n〉 Qyy(R

�'..' /'$ !'�2'$ /?-�/�' 2  -+/&#! X .� �1U.' /' $-22' $&#W�+!' [
∑

l,l 6=n

∣

∣

∣〈n|P |l〉
∣

∣

∣

2

En − El

= −m
2

+
m2L2

2e2
∂2En

∂Φ2

QyyHR

6�6�� ����9�
�
]+ -I!#'+! �& I-&! /&  -2,!' %&' .�  -+/& !#W#!" /' .?�++'�& $' /" -2,-$' '+ !�-#$

!'�2'$ [
σ(ω) = σper + σND + σD

Qyy@R
��� 	� ���������
 x �
���
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



































σper =
i

V
L2

ω

∂

∂Φ

∑

n

fn
∂En

∂Φ

σND =
i

V
e2

m2

∑

n,l,n 6=l

fn − fl

En − El

∣

∣

∣〈n|P |l〉
∣

∣

∣

2

En − El − ω − iγ

σD = − i

V
L2

γ − iω

∑

n

∂fn

∂Φ

∂En

∂Φ

Qyy3R
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σper = − i

V
L2

ω

∂Iper

∂Φ
Qyy5R
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 #$"2'+! .� %&�+!#!" χ0 = i lim

ω→0
ωσ(ω) '$! $#2,.'2'+! .� $&$ ',!#I#.#!" 2�U+"!#%&'

-�I#!�.' /'$  -&��+!$ ,'�2�+'+!$� ��,,'.-+$ %&'  '$  -&��+!$ $-+! +&.$ '+ 2-0'++'
/�+$ .?'+$'2I.' U��+/  �+-+#%&'���+$ .?'+$'2I.'  �+-+#%&' .'&� 2-0'++' '$! ,���J2�U+"!#%&' '+  4�2, V�#I.'S ,"�#-/#%&' �W' .� ,"�#-/' Φ0/2

S '! /" �-�! 'B,-+'+!#'.J.'2'+! �W' .� !'2,"��!&�' Q�W' &+' "+'�U#'  ��� !"�#$!#%&' %&# W�&! '+W#�-+ 2Ec/3,-&� .'$ �++'�&B "!&/#"$ # #�H)�R� ]+ +' �'W#'+/�� ,�$ $&�  ' !'�2' /'  -+/& !#W#!"�
# ]+ �,,'..'�� .' /'&B#12' !'�2' /' .�  -+/& !#W#!" � -+/& !#W#!" +-+ /#�U-+�.'�

/�+$ .� 2'$&�' -� $-+ 'B,�'$$#-+ +' V�#! #+!'�W'+#� %&' /'$ "."2'+!$ /' 2�!�# ' +-+
/#�U-+�&B /' .?-,"��!'&� P [ #. V�#! /-+ #+!'�W'+#� /'$ 
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/#T"�'+!$ /' .?�++'�&� ��+$ .� .#2#!' /& $,' !�'  -+!#+& Q -��'$,-+/�+!S  -22'
-+ .?� W&S $-#! X &+ $0$!12' #+^+#S $-#! X &+ $0$!12' ^+#  -++' !" X /'$ ^.$ /'
2'$&�' #+^+#$RS $� ,��!#' �"'..' /'W#'+! #/'+!#%&' X .�  -+/& !#W#!" /' �&I-S '! '$!
.' ,-#+! /' /",��! /' .� !4"-�#' /#�U��22�!#%&'� *� 2-0'++' /?'+$'2I.' /' σND -+!#'+! /-+ � ,�#-�# .�  -+/& !#W#!" /' ��&/' '! .'$  -��' !#-+$ /' .- �.#$�!#-+V�#I.' %&# /-++'+! .#'& X &+' -$ #..�!#-+ /' .� 2�U+"!- -+/& !�+ ' �W' .� ,"�#-/'
Φ0/2

Q-$ #..�!#-+ /' A.!$4&.'�S A�-+-W '! �,#W�� QAA�R �yC�R� �-&$ 2-+!�'�-+$ �&
,���U��,4' )�)�@ .'$ �"$&.!�!$ +&2"�#%&'$ %&' +-&$ �W-+$ -I!'+&$S -� +-&$ W'��-+$
%&'  '$ -$ #..�!#-+$ $-+! !-&�-&�$ 	��	���� X  '..'$ /' AA�S  ' %&# ,'&! Y!�'  -2,�#$
U�Z ' X /'$ ��U&2'+!$ $#2,.'$ /' 2�!�# '$ �."�!-#�'$�

# ��+$ .� 2Y2' .-U#%&' .' /'�+#'� !'�2' /'  -+/& !#W#!" $'�� /#!�/#�U-+�.� Q#. +' V�#!
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�����
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�&$$# �'.#" �&B  -&��+!$ ,'�2�+'+!$ ,�� .' !'�2' −∂En/∂Φ

Q.'  -&��+! ,-�!" ,��
&+ ".' !�-+ �& +#W'�& nR '! +?'$! /-+ ,�"$'+! %&' /�+$ .'  �$ /' .� U"-2"!�#'
�++&.�#�'� �. $?�++&.' '+ �&B +&. '! ,-&� !-&!' W�.'&� /& �&B 2&.!#,.' /' Φ0/2
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/-+ /-++' .#'& X /'$ -$ #..�!#-+$ �� ���� ����� %&'  '..'$ /' AA�� �' ,.&$S X
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'$! W-&" X .?"!&/' /'  '!!' %&�+!#!" '+ V-+ !#-+ /' .� !'2,"��!&�' '! /& �&BS %&#
,�"$'+!' /'$  -2,-�!'2'+!$ V-�! /#T"�'+!$ /�+$ .'$ '+$'2I.'$  �+-+#%&' '! U��+/
 �+-+#%&'�

6�6�> 	� ����9� ��;:��8��:
AW�+! /?'+ W'+#� �&B �"$&.!�!$ -I!'+&$S +-&$ �..-+$ # # 'B,.# #!'� .' 2-/1.' +&2"�#%&'

'2,.-0"S  -22&+ X /' +-2I�'&B  �. &.$ +&2"�#%&'$ V�#$�+! #+!'�W'+#� /'$ $0$!12'$ /"$-�J
/-++"$� �. $?�U#! /& 2-/1.' /?A+/'�$-+S %&# V�#! #+!'�W'+#� .?4�2#.!-+#'+ '+ .#�#$-+ V-�!'
$&#W�+! [

H0(Φ) =
∑

n,m

(zn,mc
+
n cm + z̄n,mc

+
mcn) +

∑

n

ρnc
+
n cn+ QyyCR

*' ,�'2#'� !'�2'  -��'$,-+/ X .?"+"�U#'  #+"!#%&' [ .'$  -''^ #'+!$ zn,m
$-+! +&.$ $#

.'$ $#!'$ n '! m +' $-+! ,�$ ,�'2#'�$ W-#$#+$S '! W�.'+! /�+$ .'  �$  -+!��#�' zn,m =
exp(2iπΦ/Φ0(xn − xm)/Lx)

-� xn
'! xm

$-+! .'$  --�/-++"'$ �'$,' !#W'$ /'$ $#!'$ n '! m.' .-+U /' .?�++'�&� *' $' -+/ !'�2'  -��'$,-+/ X &+' "+'�U#' ,-!'+!#'..' {ρn} �& $#!' n�*' /"$-�/�' '$! #+!�-/&#! '+ !#��+! �."�!-#�'2'+! .'$ {ρn} /�+$ .?#+!'�W�..' [−W
2
, W

2
]
� *'

,���21!�' W 2'$&�' .?#+!'+$#!" /& /"$-�/�'S '! '$! �'.#" �& .#I�' ,�� -&�$ 2-0'+ ,�� .�V-�2&.' '2,#�#%&' le = 30/W 2
�

*'$ " 4�+!#..-+$ %&' +-&$ �W-+$ "!&/#"$ $-+! /'$ !-�'$ /' /'&B /#T"�'+!'$ !�#..'$ [ &+
U��+/ /' .-+U&'&� Lx = 64 '! /' $' !#-+ Ly × Lz = 8 × 8 S '! &+ ,.&$ ,'!#! /' !�#..'
32 × 4 × 4

� *' /"$-�/�'  4-#$# �&$!' $&�$�+! ,-&� %&' .' 2-&W'2'+! /'$ ".' !�-+$ $-#!
/#T&$#V Q$-#! W = 1.4 ,-&� .' ,.&$ U�-$ �++'�& '! W = 2 ,-&� .?�&!�'�(@�R� *?4�2#.!-+#'+
 -��'$,-+/�+! '$! /#�U-+�.#$" ,-&� /#W'�$'$ W�.'&�$ /& �&B 2�U+"!#%&' ΦS  -+/&#$�+! �#+$#
X &+ '+$'2I.' /' W�.'&�$ ,�-,�'$ {En(Φ)} '! "W'+!&'..'2'+! "U�.'2'+! X &+ '+$'2I.'
/' V-+ !#-+$ ,�-,�'$ |n(Φ)〉 Q+-&$ +?�W-+$  �. &." .'$ V-+ !#-+$ ,�-,�'$ %&' ,-&� .� ,.&$
,'!#!' 2�!�# 'RS %&# ,'�2'!!'+! /'  �. &.'� .'$ /#T"�'+!$ !'�2'$ /'  -+/& !#W#!"� $#��+!
,��!# /' .� ,�-,�#"!" /?'�U-/- #!"S .'$ 2-0'++'$ $-+! 'T' !&"'$ $&� .' +-2I�' /?".' !�-+$
Q'+!�' 1/4 '! 3/4 /& �'2,.#$$�U'R '! -+ $&� .' /"$-�/�'�
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*� ^U&�' y@ ,�"$'+!' $#2&.!�+"2'+! .� /",'+/�+ ' '+ V�"%&'+ ' /'$ ,��!#'$ �"'..' '!
#2�U#+�#�' /' .�  -+/& !�+ ' 2-0'++' [

〈gND〉 =
S

L

2πh

e2
〈σND〉 = 2π

〈GND〉
e2/h

Qyy�R
]+ ,'&! /#$!#+U&'� $&�  '!!' ^U&�' /'&B " 4'..'$ /?"+'�U#' #2,-�!�+!'$ [ .?"+'�U#' /'
$4-&.'$$ Ec

Q'$!#2"' # # X 5∆R '+ /'$$-&$ /' .�%&'..' .�  -+/& !�+ ' /",'+/ /& �&BS '!
.?#+W'�$' /& !'2,$ /'  -..#$#-+ ".�$!#%&' h/τe ≈ 20∆ �& /'$$&$ /' .�%&'..' .�  -+/& !�+ '
/" �-�!  -22' 1/ω2

� �-!-+$ %&' ,-&� ω < Ec
.� ,��!#' #2�U#+�#�' /' .�  -+/& !�+ '

+-+ /#�U-+�.' '$! +"U.#U'�I.' ,�� ��,,-�! X $� ,��!#' �"'..'� ��� .� $&#!' +-&$ +' +-&$
#+!"�'$$'�-+$ %&?X .� ,��!#' �"'..' /' σND

%&# $?" �#! [

<e(σND) =
e2

m2V
∑
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fn − fl

En −El

∣

∣

∣〈n|P |l〉
∣

∣

∣

2

γ

(En −El − ω)2 + γ2
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e2/2πh� �	�
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�
�
� ����� �
 ����
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'! +-&$  -+V-+/�-+$ 〈gND〉 '! $� ,��!#' �"'..'� �-$ �"$&.!�!$ +&2"�#%&'$  -+ '�+�+! .�
/",'+/�+ ' '+ �&B /' 〈gND〉

X !'2,"��!&�' +&..' '! V�"%&'+ ' +&..' $-+! ,�"$'+!"'$ $&� .�
^U&�' y3 ,-&� /#T"�'+!'$ W�.'&�$ /' γ � �. '$! #2,-�!�+! # # /' I#'+ $",��'� .'$ 2-0'++'$
 �+-+#%&' '! U��+/  �+-+#%&'� ��+$ .'$ /'&B  �$ 〈gND〉 ,�"$'+!' /'$ 2�B#2� '+ V-+ !#-+
/& �&B ,-&� !-&$ .'$ 2&.!#,.'$ /' Φ0/2

Q%&# '$! $� ,"�#-/# #!"R &  '$ 2�B#2� $?��+'+!
.-�$%&' γ /#2#+&'S '! #.$ $-+! ,.&$ ,�-+-+ "$ /�+$ .'  �$  �+-+#%&' %&' /�+$ .'  �$ U��+/
 �+-+#%&'�

F+ ,-&�$&#W�+! .'$ �,,�- 4'$ /' �-��-W '! F.#�$4I'�U �3)� '! /' �4�.-W$�## �5y� +-&$
�..-+$ 2-+!�'� %&'  '  -2,-�!'2'+! '$! &+'  -+$"%&'+ ' /#�' !' /' .� !��+$#!#-+ '+!�' .'$
$!�!#$!#%&'$ -�!4-U-+�.' Q'+  4�2, +&.R '! &+#!�#�' Q'+  4�2, +-+ +&.R /& $,' !�'� �-&$
$&,,-$'�-+$ ,-&�  '.� %&' .'$ "."2'+!$ /' 2�!�# ' ∣∣

∣〈n|pθ|l〉
∣

∣

∣

2

= |Pnl|2 $-+! #+/",'+/�+!$
/' n '! l '! W�.'+! |P |2 �5)�� �-$ �"$&.!�!$ +&2"�#%&'$ $-+! '+ �  -�/ �W'  '!!' 40,-!41$'

H3



���� y3 # ���������� �� ��� �� �� �	����
���� �	� ����	����� ���
���� �� ���
�� ��

e2/2πh� 
 
����
�
�
� ����� �
 �
������� ����� �	�
 ���� �����
� ��
γ
�
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0.3 �
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�� � �. '$! �.-�$ ,-$$#I.' /?" �#�' σND
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%&# '$! .� ,�-I�I#.#!" %&' /'&B +#W'�&B /?"+'�U#' $-#'+! /#$!�+!$ /' .� %&�+!#!" s� F+^+
,-&� 'T' !&'� &+' 2-0'++'  �+-+#%&' +-&$ &!#.#$-+$ .� �'.�!#-+

〈fn − fl〉µ =
En − El

∆µ
Qy)yR

-� ∆µ '$! .� ,.�U' /' ,-!'+!#'.  4#2#%&' $&� .�%&'..' +-&$ 'T' !&-+$ .� 2-0'++'� ]+ '+
/"/&#! �.-�$ [

〈

σGC
ND

〉

=
|P |2
∆

∫ R(s)

γ + i(ω − s)
ds Qy))R

�?&+ �&!�'  �!" .-�$%&' .?-+ 'T' !&' &+' 2-0'++'  �+-+#%&' -+ � [
〈fn − fl〉N =

n− l

∆N
Qy)(R

-�∆N '$! .� ,.�U' /' W��#�!#-+ /' N &!#.#$"' ,-&� 'T' !&'� .� 2-0'++'� *' /"+-2#+�!'&�
/?"+'�U#' +' /#$,����! ,.&$ /�+$  '  �$ /�+$ .?'B,�'$$#-+ /' .�  -+/& !#W#!" %&# /'W#'+! [

〈

σC
ND

〉

= |P |2
∫

R(s)

s(γ + i(ω − s))
ds Qy)HR

*� !4"-�#' /'$ 2�!�# '$ �."�!-#�'$ �(G� +-&$ /-++' .?'B,�'$$#-+ /' R(s) ,-&� s� ∆ [
R(s� ∆) ∝ p(s) ∝ sβ Qy)@R

�W' β = 1 /�+$ .'  �$ -�!4-U-+�. '! β = 2 /�+$ .'  �$ &+#!�#�'S  -��'$,-+/�+! �'$,' !#J
W'2'+! X

Φ = 0 '! Φ0

√

∆

Ec
≤ Φ ≤ Φ0(

1

2
−
√

∆

Ec
)
2-/&.- Φ0/2

�(y�� A T = 0 -+ -I!#'+!
,-&� .� ,��!#' �"'..' /' 〈σND〉 [
# ��+$ .'  �$ U��+/  �+-+#%&' [

ω � γ







〈

σGC
ND(Φ = 0)

〉

∝ σ0(γ/∆) log(∆/γ)
〈

σGC
ND(Φ = Φ0/4)

〉

∝ σ0γ/∆
Qy)3R

∆ � ω � γ







〈

σGC
ND(Φ = 0)

〉

∝ σ0(ω/∆)
〈

σGC
ND(Φ = Φ0/4)

〉

∝ σ0ω
2/∆2

Qy)5R

# ��+$ .'  �$  �+-+#%&' [

ω � γ







〈

σC
ND(Φ = 0)

〉

∝ σ0
〈

σC
ND(Φ = Φ0/4)

〉

∝ σ0(γ/∆) log(∆/γ)
Qy)CR

∆ � ω � γ







〈

σC
ND(Φ = 0)

〉

∝ σ0
〈

σC
ND(Φ = Φ0/4)

〉

∝ σ0(ω/∆)
Qy)�R

]+ !�-&W'�� /�+$ .� �"V"�'+ ' �5@� /'$ 'B,�'$$#-+$ ,.&$ /"!�#.."'$ &!#.#$�+! .?'B,�'$$#-+
 -2,.1!' /' R(s)

�
�'$ V-�2&.'$ +' $-+! �#U-&�'&$'$ %&' /�+$ .� .#2#!' γ � ∆ & '..'$  -+/&#$'+! X &+'

 -+/& !#W#!" /�+$ .� .#2#!' ω � ∆ %&# '$! ,.&$ V�#I.' /�+$ .'  �$ U��+/  �+-+#%&' %&'
/�+$ .'  �$  �+-+#%&'S /?&+ V� !'&� /' .?-�/�' ω/∆ � 1

� �-!-+$ �&$$# %&' .� %&�+!#!"
lim

ω,γ→0

〈

σC
ND

〉

(Φ = 0) '$! ^+#'� �' # ,�-W#'+! /& V�#! %&' .?-+ � 'T' !&" .� 2-0'++' $&� .'
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��� ���	����� �	�
 γ = 0.02∆ � ���� ��

��� ��� �	��	
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� �� ω ��	�
 Φ = 0
� �
 ω2 ��	�
 Φ = Φ0/4
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/"$-�/�' �W�+! /' ,�$$'� X .� .#2#!' ω → 0 [ �#+$# ,-&� !-&!' W�.'&� /' ω ^+#' #. 'B#$!' &+
$0$!12' ,�"$'+!�+! &+' �I$-�,!#-+ �"$-+�+!' X

ω
� F+ �'W�+ 4'S &+ $0$!12' /-++" � &+'

 -+/& !�+ ' +-+ /#�U-+�.' +&..' X V�"%&'+ ' +&..'� �'2��%&-+$ %&' .?-+ !�-&W' %&' .'$
-$ #..�!#-+$ /' .�  -+/& !�+ ' $-+! /& $#U+' 	��	�� X  '..'$ /' AA�S �&$$# I#'+ '+ $!�!#$J!#%&'  �+-+#%&' %&' U��+/  �+-+#%&'� �' ,.&$ /�+$ !-&$ .'$  �$ /' ^U&�' .�  -+/& !#W#!"
!�-&W"' '$! #+V"�#'&�' -& "U�.' X  '..' /' ��&/'� F+^+ +-$ �"$&.!�!$ +&2"�#%&'$ QW-#� .�
^U&�' y5R $-+! '+ �  -�/ ��#$-++�I.' �W'  '$ 'B,�'$$#-+$S ,-&� ω, γ ≤ ∆

�
�# .?-+  -+$#/1�' 2�#+!'+�+! .� \-+' /' V�"%&'+ ' ω > ∆S -+ W-#! $&� .� ^U&�' y5 %&' .'$

/#T"�'+ '$ '+!�' $!�!#$!#%&'$  �+-+#%&' '! U��+/J �+-+#%&' !'+/'+! X /#$,����!�' ,-&� /'$V�"%&'+ '$ $&,"�#'&�'$ X
Ec
& .� /",'+/�+ ' '+ �&B /'W#'+! �.-�$ '..'J2Y2' +"U.#U'�I.'�

H�



���� yC # ���������� �� γ
�� �� ��

�� 
����� �� �� �	����
���� �	� ����	���� ���
����

�� ���
�� ��
e2/2πh� 
 �
������� ����� �
 
����
�
�
� ������ �	�
 ��� ��������� ���	�����

�
 �
��� ���	������

F+  ' %&#  -+ '�+' .� /",'+/�+ ' '+ γ X !'2,"��!&�' +&..' /' 〈gND〉 S -+  -+$!�!' $&�
.� ^U&�' yC %&' ,-&� /'$ U��+/'$ W�.'&�$ /' γ S 〈gND(Φ = Φ0/4)〉 '$! !-&�-&�$ #+V"�#'&�'
X 〈gND(Φ = 0)〉 Q#�'� %&' .� 2�U+"!- -+/& !�+ ' '$! !-&�-&�$ ����
��� %&�+/ I#'+ 2Y2'
.' $,' !�' �'/'W#'+!  -+!#+&R X .� V-#$ '+ $!�!#$!#%&'$  �+-+#%&' '! U��+/  �+-+#%&'� ]+
$?�!!'+/��#! ,-&�!�+! X �'!�-&W'� ,-&� ∆ � γ � Ec

.'$ �"$&.!�!$ /' .� !4"-�#' /#�U��2J
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���� y� # ���������� �� 
����
�
�
� �� �� ��� �
���� ��

� ��� ��

��� ��������
�� ��
��� ��

gND

���� ��� ��������� ���	����� �
 �
��� ���	����� �	�
 ��� �
��
�� �����
� ��

γ � 
 �
������� ������

2�!#%&' %&# ,�"$'+!'+! &+' 2�U+"!- -+/& !�+ ' ,-$#!#W' Q-$ #..�!#-+$ /' AA�R� �-&$
 -2,�'+-+$  ' /"$�  -�/  -22' �"$&.!�+! /' .?�,,�-B#2�!#-+ %&#  -+$#$!' X  �. &.'� .'$
"."2'+!$ /' 2�!�# ' Pnl

/�+$ .� I�$' /& $0$!12' '+ .?�I$'+ ' /'  -&,.�U' �W' .' �"$'�J
W-#�� �-&$ �W-+$ /"�X #+$#$!" $&� .' V�#! %&'  '!!' �,,�-B#2�!#-+ +?'$! �&$!#^"' %&' ,-&�
γ � ∆

� �#  '!!'  -+/#!#-+ +?'$! ,�$ �'2,.#' #. +-&$ V�&!  �. &.'� .'$ "."2'+!$ /' 2�!�# '
/' P /�+$ .� I�$' /'$ W' !'&�$ ,�-,�'$ /& $0$!12' ,'�!&�I" ,�� .' �"$'�W-#�� �' #  -+/&#!
X &+ 2".�+U' /' σND

�W' σD
%&# �'/-++' .'$ -$ #..�!#-+$ /' AA� [ +-&$ 2-+!�'�-+$ '+

'T'! /�+$ .� $' !#-+ )�)�3 %&' σD
/-++' .#'& X &+' 2�U+"!- -+/& !�+ ' ,-$#!#W'�

����������� �� 
����
�
�
�
�-!-+$ δgND(T )

.?�2,.#!&/' /' .?-$ #..�!#-+ /' .�  -+/& !�+ ' '+ V-+ !#-+ /& �&B�
*� ^U&�' y� ,�"$'+!'S ,-&� /#T"�'+!'$ W�.'&�$ /' γ S .� /",'+/�+ ' '+ !'2,"��!&�' /'
.� /#T"�'+ ' δgC

ND − δgGC
ND

/' δgND
'+!�' .'$  �$  �+-+#%&' '! U��+/  �+-+#%&'� �'!!'

%&�+!#!" /" �-�! �W' .� !'2,"��!&�' ,-&� !'+/�' W'�$ \"�- X 4�&!' !'2,"��!&�'� ]+ ,'&!
 .�#�'2'+! /#$!#+U&'� /�+$  '!!' /" �-#$$�+ ' /'&B �"U#2'$ /' !'2,"��!&�' ,-&� .'$ W�.'&�$
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/' γ #+V"�#'&�'$ X
∆ [ &+' /" �-#$$�+ ' ��,#/' Q�,,�-B#2�!#W'2'+! '+ 1/T S '+ �  -�/ �W' 

.� �"V"�'+ ' �5y�R ,-&� T < ∆S $&#W#' /?&+' /" �-#$$�+ ' ,.&$ 2-..' ,-&� ∆ < T < Ec
� �'

 -2,-�!'2'+! ,'&! Y!�'  -2,�#$ �& �'U��/ /'$ �'.�!#-+$ $&#W�+!'$ [
〈fn − fl〉N
En − El

=
1

∆
,-&� |En −El| < T Qy(GR

'!
〈fn − fl〉N
En − El

=
n− l

En − El

,-&� |En −El| > T Qy(yR
�'$ "%&�!#-+$  -+/&#$'+! X &+' /",'+/�+ ' '+ γ/T /' 〈δgC

ND

〉

−
〈

δgGC
ND

〉 ,-&� γ < T < ∆
�

6�6�D <�:��������� ��
��:
9� ����� ��8�� �� 8�9
=
���:�
� ���������� �� 
����
�
�
� �
 �� ��� � ��� �
����� ��

� �	������ ���	����� �


�
��� ���	�����
F �#W-+$ σD

$-&$ .� V-�2' $&#W�+!' [
σD =

1

V
L2

γ − iω

∆

Φ2
0

gD(Φ) Qy()R
-� .� %&�+!#!" [

gD(Φ) = −Φ2
0

∆

∑

n

∂fn

∂Φ

∂En

∂Φ
Qy((R

'$! �"'..' ,-$#!#W' '! $�+$ /#2'+$#-+S �'.#"' X .�  -+/& !�+ ' /#�U-+�.' /' .?" 4�+!#..-+
,�� [

gD = 2π
GD

e2/h

γ − iω

∆
Qy(HR

*' !'�2' ∂fn/∂Φ
/' gD

/" �#! .?"W-.&!#-+ /'$ ,-,&.�!#-+$ %&�+/ -+ V�#! W��#'� .' �&B���+$ .?'+$'2I.'  �+-+#%&' '! X !'2,"��!&�' +&..'S .� ,-,&.�!#-+ /'$ +#W'�&B +' /",'+/
,�$ /& �&B [ .'$ +#W'�&B -  &,"$ $-+! .'$ N ,�'2#'�$ %&'. %&' $-#! Φ

� *�  -+/& !#W#!"
/#�U-+�.'  �+-+#%&' '$! /-+ +&..' X !'2,"��!&�' +&..'� �'! ��U&2'+! +?'$! W�.�I.' %&'
/�+$ .'  �$  �+-+#%&'�

•
�� ��� �� � 	�������� �
��� ���	�������+$ .'  �$ U��+/  �+-+#%&' .' ,-!'+!#'.  4#2#%&' '$!  -+$!�+!S /' $-�!' %&' .?-+ � [

gGC
D (Φ) = −Φ2

0

∆

∑

n

∂fn

∂E

(

∂En

∂Φ

)2 Qy(@R
*� 2-0'++' /' gGC

D (Φ) $&� .' ,-!'+!#'.  4#2#%&' $?" �#! /-+ [
〈

gGC
D (Φ)

〉

µ
=

Φ2
0

∆2

〈

i2n(Φ)
〉

=
Φ2

0

∆2

〈

i2(Φ)
〉 Qy(3R

-� in '$! .'  -&��+! ,-�!" ,�� &+ ".' !�-+ �& +#W'�& n� *� 2-0'++' 〈...〉µ $&� &+' ,.�U'
/' ,-!'+!#'.  4#2#%&' U��+/' ,�� ��,,-�! X .� !'2,"��!&�'  -+/&#! X &+'  -+/& !#W#!"
X ,'& ,�1$ #+/",'+/�+!' /' .� !'2,"��!&�'� �'!!'  -+/& !#W#!" ,�"$'+!' /'$ -$ #..�!#-+$
,"�#-/#%&'$ '+ Φ0/2

/-+! .' 2�B#2&2 Q'+ Φ0/4
R '$! /' .?-�/�' /' ∆/γ

V-#$ .�  -+/& !#W#!"
/' ��&/'S '! /-+ '$! I#'+ ,.&$ U��+/' %&'  '!!' /'�+#1�'� �' ,.&$S  '!!' /'�+#1�' �'.�!#-+V�#! .' .#'+ '+!�' &+' %&�+!#!" /' !��+$,-�! Q.�  -+/& !�+ 'R '! &+' ,�-,�#"!" $,' !��.' Q.'
 -&��+! !0,#%&' /' I�+/'R� �?�&!�'$ .#'+$ /'  ' U'+�' -+! "!" !#$$"$ '+!�' &+'  -+/& !�+ '
/' �&I- '! .�  -&�I&�' 2-0'++' /'$ +#W'�&B /?"+'�U#' '+ �&B +&. �53S @�� �'!!' /'�+#1�'
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'! .� 2-0'++' $&� .' �&B /&  -&��+! /' I�+/' $'2I.'+! Y!�' $#2,.'2'+! ,�-,�-!#-++'..'$
�55��

•
�� ��� �� � 	�������� ���	�����

�# .?-+  -+$#/1�' 2�#+!'+�+! .'  �$  �+-+#%&'S &+ �&!�' !'�2' W#'+! $?��-&!'� X .�
 -+/& !�+ 'S %&# ,�-W#'+! /' .� /",'+/�+ ' '+ �&B /& ,-!'+!#'.  4#2#%&' [

gC
D(Φ) = −Φ2

0

∆





∑

n

∂fn

∂E

(

∂En

∂Φ

)2

− ∂µ

∂Φ

∑

n

∂fn

∂E

∂En

∂Φ





Qy(5R
�-&� &+' !'2,"��!&�' I�$$'  -2,��"' X

∆S .' ,-!'+!#'.  4#2#%&'
µ(N,Φ) =

1

2
(E(Φ) + EN+1(Φ)) Qy(CR

$' !�-&W' �&$!' '+!�' .' /'�+#'� +#W'�& -  &," '! .' ,�'2#'� +#W'�& W� �+!S '! .� V-+ !#-+
∂f/∂E +?'$! +-+ +&..' %&' $&� &+' V'+Y!�' /?"+'�U#' /' .��U'&� T  '+!�"' '+ µ(N,Φ)

� ]+
� /-+ ,-&�  4�%&' +#W'�& lim

T→0
∂fn/∂E = 0 S '!

〈

gC
D(Φ)

〉 $?�++&.' X !'2,"��!&�' +&..'S
 -+!��#�'2'+! �&  �$ U��+/  �+-+#%&'� *-�$%&?-+ �&U2'+!' .� !'2,"��!&�'S 2�#$ !-&�-&�$
/�+$ .� .#2#!' T � ∆S .�  -&�I' /' 〈gC

D(Φ)
〉 ,�"$'+!' &+ ,# /' ,��! '! /?�&!�' /'$ W�.'&�$

/& �&B ,-&� .'$%&'.$ .' U�, �& +#W'�& /' V'�2#
∆N(Φ) = EN+1(Φ) − EN(Φ) Qy(�R

,�"$'+!' &+ 2#+#2&2 #+V"�#'&� X
T
� ��+$ .'  �$ /?&+ �++'�& &+#/#2'+$#-++'.  ' # +?��J

�#W' %&' ,-&� /'$ W�.'&�$ /& �&B !'..'$ %&' Φ = nΦ0/2
S %&# $-+! .'$ $'&.'$ ,-&� .'$%&'..'$

∆N (Φ) ,'&! ,�"$'+!'� &+ 2#+#2&2� F+ �'W�+ 4' ,-&� &+ �++'�& !�#/#2'+$#-++'.  '$
,# $ ,'&W'+! $&�W'+#� ,-&� &+' W�.'&� %&'. -+%&' /& �&B� �-&$ -I!'+-+$ %&' gC

D(N,Φ),�"$'+!' /'$ �& !&�!#-+$ #2,-�!�+!'$ '+ V-+ !#-+ /' N S  -22' #. '$! 2-+!�" $&� .� ^J
U&�' )G� �-&� &+ �&B ,�- 4' /?&+ /'$ ,# $ ,-&� .'$%&'.$ ∆N(Φ) > T S .� /",'+/�+ ' '+
!'2,"��!&�' /' gD

'$! /-++"' ,�� [

gC
D(N, T,Φ) =

Φ2
0

2T∆

(

∂∆N

∂Φ

)2

exp
(

−∆N

2T

) QyHGR
�.&$ U"+"��.'2'+! -+ ,'&! ,-$'� [

gC
D(N, T,Φ) =

Φ2
0

∆2

(

〈

i2
〉

T
− (〈in〉T )2

〈1〉T

)

QyHyR
-� .?-,"��!#-+

〈hn〉T =
∑

n

∂fn

∂E
h(En) QyH)R

/"^+#' ,-&� !-&!' V-+ !#-+ h(E) /'W#'+! X 4�&!' !'2,"��!&�' "%&#W�.'+!' X 2-0'++'� h(E)$&� &+' V'+Y!�' /?"+'�U#' /' .��U'&� T � �-&� T � Ec
 '!!' 2-0'++' /'W#'+! #+/",'+/�+!'

/' T '! '$! "%&#W�.'+!' X &+' 2-0'++' $&� .' /"$-�/�'� �&#$%&' 〈1〉T = 1 '! 〈in〉T =
0 S .�  -+/& !�+ ' /'W#'+! &+' %&�+!#!" �&!-2-0'++�+!' #/'+!#%&' X  '..' -I!'+&' /�+$
.?'+$'2I.' U��+/  �+-+#%&' [

gC
D(N, T � Ec,Φ) =

〈

gC
D(T � Ec,Φ)

〉

=
〈

gGC
D (T � Ec,Φ)

〉

=
〈

gGC
D (Φ)

〉

=
Φ2

0

∆2

〈

i2(Φ)
〉

QyH(R
*� W��#�!#-+ /' 〈gC

D

〉 �W' .� !'2,"��!&�' -I!'+&' X ,��!#� /' +-$ $#2&.�!#-+$ +&2"J
�#%&'$ '$! ,�"$'+!"' $&� .� ^U&�' )y [ .?�&U2'+!�!#-+ �I�&,!' -I$'�W"' X /'$ !'2,"��!&�'$
#+V"�#'&�'$ X

∆ $?�/-& #! �&$%&?X  ' %&' 〈gC
D(T )

〉 �!!'#U+' &+' W�.'&� �$02,!-!#%&'S %&#
@(



���� )G # ���������� �� ��� �� �� �	����
���� ����	���� ���� � 	�������� ���	�����

�	�
 �� �	��
� � 	����

	�� �	���� �	�
 ��� �
��
�� 
����
�
�
�� ��
	���� �
T = 0.2∆�

��

�� �
T ≈ ∆� �
	�� �

T ≈ Ec

�� �� �	
� ��� �� �	����
���� � 	��
 ��
	�	������ ���� ��


����
�
�
� �
gC

D(T = Ec) =
〈

gC
D(T = Ec)

〉 �

'$! .� W�.'&� U��+/  �+-+#%&' 〈gGC
D

〉 � �-&� ∆ < T < Ec
.� /#T"�'+ ' 〈gGC

D

〉

−
〈

gC
D(T )

〉

$'2I.' I#'+ /" �#!' ,�� &+' .-# T−1/2 QW-#� .� ^U&�' ))R��-!-+$ '+^+ %&'  '!!' /",'+/�+ '
'+ !'2,"��!&�' '$! !�1$ /#T"�'+!' /'  '..' -I!'+&' ,-&� .�  -+/& !�+ ' +-+ /#�U-+�.'
〈

δgC
ND

〉

−
〈

δgGC
ND

〉 QW-#� .� ^U&�' y�R�
����������� �� �
������� �
 �	����
���� ��������
�

*� /",'+/�+ ' '+ V�"%&'+ ' /' σD
'$! $#2,.'2'+! /-++"' ,�� .' ,�"V� !'&� (γ−iω)−1

�
F..' '$! /-+  -2,.1!'2'+! /"!'�2#+"' ,�� .' ��,,-�! ω/γ � �-+!��#�'2'+! �&  �$ /' σND

S
Ec

+?'$! ,�$ &+' "+'�U#' ,'�!#+'+!'� ��+$ .� .#2#!' ω � γ S σD
'$! '$$'+!#'..'2'+! �"'..' '!

,�-,-�!#-++'..' X 1/γ & '..' ,'&! /-+ Y!�' I#'+ ,.&$ U��+/' %&' σND
%&# '$! ,�-,-�!#-++'..'

X
τe

� ��+$ .� .#2#!' ω � γ
.� ,��!#' �"'..' /' σD

/#$,����! ,-&� /-++'� +�#$$�+ ' X &+'
 -+!�#I&!#-+ #2�U#+�#�' %&# $?��-&!' X .?'T'! /'$  -&��+!$ ,'�2�+'+!$� A#+$# ,-&� ω � γ
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���� )y # ���������� �� ��� �� �� �	����
���� ���	����� �	����� �	�
 ��� �
��
��

����
�
�
�� ��
	���� �

T = 0.2∆� ��

�� �
T ≈ ∆� �
	�� �

T ≈ Ec � ��
���� �
T � Ec

��

.� ,��!#' #2�U#+�#�' /' .�  -+/& !�+ ' $?" �#! [
〈=mg〉 = − 1

ω

〈

∂Iper

∂Φ

〉

+
e2

2πh

∆

ω
〈gD(Φ, T )〉 QyHHR

��+$ .'  �$ U��+/  �+-+#%&'S 〈Iper〉 = 0 '!
〈

=mgGC
〉

=
e2

2πh

Φ2
0

∆ω

〈

i2n
〉 QyH@R

#+/",'+/�+! /' .� !'2,"��!&�'� F+ �'W�+ 4' /�+$ .'  �$  �+-+#%&' X !'2,"��!&�' +&..'
〈

=mgC
〉

= − 1

ω

〈

∂Iper

∂Φ

〉

C

=
1

ω

∂2E
∂Φ2

QyH3R
-� E /"$#U+' .?"+'�U#' !-!�.' /& $0$!12' [ #. $?�U#! /& �"$&.!�! /' �-4+ I#'+  -++& %&# �'.#'
.� ,��!#' #2�U#+�#�' /' .�  -+/& !#W#!" X .� �$!#T+'$$� /' .?�++'�& /"$-�/-++" �5G�� A ,.&$
4�&!' !'2,"��!&�' #. 0 � &+' �&!�'  -+!�#I&!#-+ /#�U-+�.'� *� W��#�!#-+ +-+ 2-+-!-+'
'+ V-+ !#-+ /' .� !'2,"��!&�' /' .� ,��!#' /' 〈=mgC

〉 %&# /",'+/ /& �&B !'..' %&?'..'
'$! ,�"$'+!"' $&� .� ^U&�' )( '$! $#2,.'2'+! .' �"$&.!�! /' .� $-22' /' .� /" �-#$$�+ '
'B,-+'+!#'..' /' 〈Iper(T )〉 '! /' .�  �-#$$�+ ' /' 〈gC

D(T )
〉 /" �#!' ,�" "/'22'+!�
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 Φ =
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� �� 
���
��� �� �
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T = 0 
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T ≈ Ec
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 ���� ���
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����
�
�
�� � 	����

�
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����� �	������ �
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2-/#^"'RS $-#! ,�� &+ �&!�'  #� &#!� �'!!' /'�+#1�' ,-$$#I#.#!"S %&#  -��'$,-+/ X &+' 'B,"J
�#'+ ' /' $&$ ',!#I#.#!"  .�$$#%&'S '$! !�1$ /#� #.'2'+! �"�.#$�I.' �&B V�"%&'+ '$ %&# +-&$
#+!"�'$$'+! X  �&$' /'$ /",4�$�U'$ ,���$#!'$ #+4"�'+!$ X  ' !0,' /' 2"!4-/' '! /' .�  -2J
,'+$�!#-+ +" '$$�#�' /& /"!' !'&� %&# /",'+/ /' .� V�"%&'+ 'S .-�$%&' .� .-+U&'&� /?-+/'
�$$- #"' /'W#'+!  -2,���I.' X .� .-+U&'&� /& ^. /' .� I-I#+' /"!' !�# '� *' 2" �+#$2' /'
 -&,.�U' /& /"!' !'&� X .?" 4�+!#..-+ /" �#!  #J/'$$&$ '$! &+  -&,.�U' ,�� �����
�	� ���

����� [ #. V�#! #+!'�W'+#� .'  -'� #'+! /' 2&!&'..' M '+!�' .'  #� &#! /?"2#$$#-+J/"!' !#-+
'!  4�%&' �++'�&S /' $-�!' %&' $'$  -2,-$�+!'$ #+/& !#W' L '! �"$#$!#W' R $-+! �T' !"'$
/' .� 2�+#1�' $&#W�+!' [

L → L+ δL δL = NaM
2ω=m 〈G〉

R → R + δR δR = NaM
2ω2 <e 〈G〉

QyH5R
-� Na

/"$#U+' .' +-2I�' /?�++'�&B '! 〈G〉 .�  -+/& !�+ ' 2-0'++' Q -2,.'B'R ,�� �+J
+'�&� *� $'+$#I#.#!" /& /"!' !'&� $'�� /?�&!�+! 2'#..'&�' %&' M '$! U��+/� �-&�  '.� #.V�&! %&' .'$ �++'�&B $-#'+! .' ,.&$ ,�1$ ,-$$#I.' /& ^. /& /"!' !'&�� F+ 'T'!S  -+$#/"�-+$
X !#!�' /?'B'2,.' .'  -&,.�U' '+!�' &+' I-& .' 2� �-$ -,#%&' /' ��0-+ R '! &+ �++'�&
 ���" /'  �!" a� R $#!&" '+ $-+  '+!�' Q̂ U&�' )5�R� *� 2&!&'..' '+!�' .'$ /'&B W�&! [

M =
µ0

2

a2

R
QyHCR

�# .?�++'�& $' !�-&W' 2�#+!'+�+! +-+ ,.&$ �&  '+!�' /' .� I-& .'S 2�#$ X &+' /#$!�+ ' /'
.?-�/�' /' � Q̂ U&�' )5IRS .� 2&!&'..' /'W#'+! [

M ≈ µ0 log 3

2π
a QyH�R

%&# '$! ,.&$ U��+/' %&' .� ,�" "/'+!' /?&+ V� !'&� R/a � 1 Q!0,#%&'2'+! R ≈ 1
22S

a ≈ 1µ
2R� �' ,.&$ .?'T'! �'.�!#V /' .� ,�"$'+ ' /' .?" 4�+!#..-+ �&,�1$ /& /"!' !'&�

$'�� 2�B#2�. $# !-&!' .� .-+U&'&� /&  #� &#! /' /"!' !#-+ '$! I-�/"' /?�++'�&B Q ' %&#
 -��'$,-+/ X &+  -'� #'+! /' �'2,.#$$�U' #2,-�!�+!R� �' # +-&$ �  -+/&#! X  -+$#/"�'�
.� $-.&!#-+ $&#W�+!' [ .' /"!' !'&� '$! &+ ^. /' .-+U&'&� !�1$ U��+/' /'W�+! .� !�#..' /'$

3)



2R

(a) (b)

���� )5 # ��� � � 	������ ��
 �� ���

� �� ��
��
��
 ����
	��	������� ��� � � 	������ ��



�� �
	��� �� ��
��
��
� 
 ��� ���
���� �� � 		
�
� �� �� 
����� �� ��

��

d

I

a

���� )C # ���
����
�
�	� ������
���� �� ��
��
��
 �� ���� ������ � �� � � �������

�++'�&B Q/'$  ���"$ /'  �!" aRS '!  '&BJ # $-+! /#$,-$"$ .' .-+U /& ^.S X &+' /#$!�+ ' dQW-#� ^U&�' )CR� *� 2&!&'..' '+!�' .'$ /'&B '$! /-++"' ,�� [
M =

µ0

2π
a log

2d+ a

2d− a
Qy@GR

�-&� d = a = 2µ
2S -+ !�-&W' M = 6.6 10−13� 
�� �' ,.&$S �^+ /' .#2#!'� .' ��0-++'2'+!

/& /"!' !'&�S -+ .&# �/�-#+! &+' .#U+' /' 2�$$'S ,���..1.' �& ,�'2#'� ^.S '! %&# !��+$,-�!'
&+  -&��+! -,,-$"� F+^+S �^+ /' �"/&#�' .?'+ -2I�'2'+! /' .?'+$'2I.' Q'! /' .#2#!'�
'+ -�' .' ��0-++'2'+!RS .� .#U+' I#^.�#�' %&'  -+$!#!&' .' /"!' !'&� '$! �',.#"' $&� '..'J2Y2'S  -22' #. '$! ,�"$'+!" $&� .� ^U&�' )��
����� ������ 
��� 
�����! 
������� � �� �� �� ���
���
! ����
 ��
 ���
�� �
 1.5 10−13��
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���� )� # ���
����
�
�	� ������
���� �� ��
��
��
 �	��
�
�� � 	��� ����� ��� ���
� 
�������

����� 	� ����= ���:� ������� 8���:
:��
�. $?�U#! 2�#+!'+�+! /' 2'$&�'� �W' .� ,.&$ U��+/' ,�" #$#-+ ,-$$#I.' .� W��#�!#-+

/?#2,"/�+ ' /' +-!�' /"!' !'&�� �-&$ �W-+$ ,-&�  '.�  4-#$# /?&!#.#$'� &+' 2"!4-/' �"$-J
+�+!' [ .� .#U+' I#^.�#�' +&' � &+'  '�!�#+' �"$#$!�+ ' R S &+' #+/& !�+ ' L '! &+'  �,� #!"
�",��!#' C � F..' $'  -2,-�!' ,�1$ /' .� �"$-+�+ '  -22' .'  #� &#! �*� ,�"$'+!" $&� .�
^U&�' (GS �0�+! &+' #2,"/�+ ' Z /"^+#' ,�� 

 [

1

Z
=

1

R + iLω
+ iCω Qy@yR

�'  #� &#! �"$-++' X .� V�"%&'+ ' f0
/"^+#' ,�� [

ω0 = 2πf0 =
1√
LC

Qy@)R
,-&� .�%&'..' 1/|Z0|2 '$! 2#+#2&2� �-&� ω = ω0 + δω �W' δω � ω0

.?#2,"/�+ ' /&
 #� &#! $?" �#! [

Z =
RQ2

1 + 2iQ
δω

ω0

Qy@(R

-� V� !'&� /' %&�.#!" Q /'  '!!' �"$-+�+ ' '$! /-++" ,�� [
Q =

Lω0

R
=

1

RCω0

Qy@HR
��� 	
� ���
��� �
 �� ���������
! �
 �����������
 
� �
 �� ��
����� �� ������� �������
�� �
 ���� 
�� �
��
�

�
 �� �� �
 � �


�����! 
��� �
 ��� ���� ����
��
 ��� �� 

�� �������
� �
� �
���
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R

L
C

���� (G # ��
���
 ���������
 �� 
��	��
��
 �
�� �� �� 
��	����� ����� �	�
 δω � ω0

��

�-&� 2'$&�'� δZ1 = δR + iωδL -+ 2'$&�' .'$ W��#�!#-+$ /' ω0
'! /' QS %&# 0 $-+! �'.#"$

,�� [
δω0

ω0

= −1

2

δL

L
δQ

Q
= −δR

R
+

1

2

δL

L

Qy@@R

�' ,.&$ -+ � [
δR/R

δL/L
= Q

<e δZ1

=mδZ1

� 1 Qy@3R
$# <e δZ1 ≈ =mδZ1

� *� W��#�!#-+ /' Q +'  -+!#'+! �.-�$ ,.&$ %&' .� ,��!#' /#$$#,�!#W' /'
δZ1

[
δQ

Q
' −δR

R
Qy@5R

 ' %&# ,'�2'! /' $",��'� .'$ !'�2'$ '+ δω0
'! δQ /�+$ .� 2'$&�' /' δL '! δR [

=mδZ1 = ω0δL = −2Lδω0 = −2Lω0

δω0

ω0

<e δZ1 = δR = −Lω0

δQ

Q2

Qy@CR

�. �'$!' 2�#+!'+�+! X W-#�  -22'+! +-&$ �..-+$ ,-&W-#� 2'$&�'� .'$ %&�+!#!"$ δω0
'! δQ'+ V-+ !#-+ /&  4�2, 2�U+"!#%&' '! /' .� !'2,"��!&�'�

����> �8�:���� �� 9
 ����8� �� δω0(H, T ) �� δQ(H, T )
*'$ 2"!4-/'$ /' 2'$&�' %&# $&#W'+! $-+! W�.�I.'$ %&'. %&' $-#! .' !0,' /& �"$-+�!'&�

&!#.#$"S '..'$ +' $-+! '+ �& &+  �$ ,��!# &.#1�'$ X +-!�'  4-#B� �-&� 2'$&�'� .'$  ��� !"�#$J!#%&'$ /?&+ �"$-+�!'&�S #. '$! I#'+J$�� +" '$$�#�' /' .'  -++' !'� X &+' $-&� '� �-+$#/"�-+$
/-+ &+ U"+"��!'&� /'  -&��+! I X .� ,&.$�!#-+ ω  -++' !" �& �"$-+�!'&�� *� ,&#$$�+ '
�I$-�I"' ,��  ' /'�+#'� W�&! [

Pabs =
I2

2
<eZ0(ω) = P0η(x)

Qy@�R

3@



-� P0 = 1

2
Q2RI2 /"$#U+' .� ,&#$$�+ ' /#$$#,"' X .� �"$-+�+ ' '! η(x) '$! /"^+#' ,�� Q/�+$

.'  �$ Q� 1 S δx� 1R [
η(x) =

1

1 + 4Q2(δx)2

Qy3GR
-� x = ω/ω0

/"$#U+' .� ,&.$�!#-+ �"/&#!' '! δx = δω/ω0

� �. $?�U#! /?&+' .-�'+!\#'++'
 '+!�"' '+ δx = 0 '! /' .��U'&� Q−1

�
�# 2�#+!'+�+! -+ � '+ ,.&$ δx� Q−1 -+ ,'&! .#+"��#$'� η(x) '+ [
η(x) ≈ 1 − 4Q2(δx)2 Qy3yR

"+' 2'$&�' /' δx +-&$ '$! $#2,.'2'+! /-++"' ,�� [
∂η(x)

∂x
= −8Q2δx Qy3)R

�'!!' 2'$&�' $'�� /?�&!�+! ,.&$ $'+$#I.' %&' Q '$! U��+/� �-&� 0 �W-#� �  1$ 'B,"�#J2'+!�.'2'+! #. $&�! /' �	����
 �� �
������� �� ����
�
��
 /' 2�+#1�' $#+&$-�/�.' X .�
,&.$�!#-+ ΩFM

/' $-�!' %&' 
� [
x = 1 + δx+ a sin ΩFM t

Qy3(R
�-&� ΩFM � ω0/Q

S η(x) $?" �#! [
η(x) = 1 − 4Q2(δx)2 − 8Q2δxa sin ΩFM t− 4Q2 sin2 ΩFM t

Qy3HR
F+ 2'$&��+! .� ,��!#' /' η(x) X .� V�"%&'+ ' ΩFM

QX .?�#/' /?&+' /"!' !#-+ $0+ 4�-+'R -+ ��&$!'2'+! �  1$ �& !'�2' W-&.&� �' $#U+�. $'2I.' Y!�' /?�&!�+! ,.&$ U��+/ %&' a '$! U��+/S
'! Y!�' #+/",'+/�+! /' ΩFM

� �','+/�+! $# a '$! U��+/ -+ $-�! /' .?�,,�-B#2�!#-+ 'T' !&"'
# #S '! -+ !�-&W' %&?#. 0 � &+ -,!#2&2 ,-&� .'$ W�.'&�$ /' a '! ΩFM

[ ΩFM ≈ ω0/2Q
'!

a ≈ ΩFM
�

��+$ .' ,���U��,4' ,�" "/'+! -+ � �'U��/" .� �",-+$' /& �"$-+�!'&� X &+' ,'!#!'
W��#�!#-+ /' .� V�"%&'+ ' /?'B #!�!#-+� �' # '$! "%&#W�.'+! X  -+$#/"�'� &+' V�"%&'+ '
/?'B #!�!#-+ ^B' '! &+' W��#�!#-+ /' .� V�"%&'+ ' /' �"$-+�+ ' %&#S ,-&� .'  �$ %&# +-&$
 -+ '�+'S '$! �$$- #"' X &+' 2-/#^ �!#-+ δL /' .?#+/& !�+ ' /' .� .#U+'���#$ -+ � !-&�-&�$
$&,,-$" %&' .' V� !'&� /' %&�.#!" +?"!�#! ,�$ �.!"�" Q ' %&#  -��'$,-+/S  -22' -+ .?� W&S
X
δR�

GR� �'W'+-+$ 2�#+!'+�+! $&�  '!!' /'�+#1�' 40,-!41$' '+  �. &.�+! .� ,&#$$�+ '
�I$-�I"' ,-&� &+' W��#�!#-+ δω0

/' .� V�"%&'+ ' /' �"$-+�+ ' '! &+' W��#�!#-+ δQ /&V� !'&� /' %&�.#!" [
Pabs

P0

≈ 1 − 2
δQ

Q
− 4

(

δω0Q

ω0

)2 Qy3@R
%&# '$! W�.�I.' ,-&� δω0 � ω0/Q

'! δQ/Q� 1
� *?'T'! �'.�!#V /'$ !'�2'$ '+ δQ '! δω0

/&
/"W'.-,,'2'+! ,�" "/'+! '$! /-++" ,�� [

δQ/Q

Q2(δω0/ω0)2
≈ Q

δQ
� 1 Qy33R

'+ &!#.#$�+! .' V�#! %&'
δω0

ω0

≈ δL

L
≈ 1

Q

δR

R
≈ δQ

Q2

Qy35R
��� 
� ��� �� 
� ������� ����
 ���������	 �
 ���

 ����
�����
 ∆ϕ = aω0/ΩFM

" �
 �

���
 ��  ������
��
���
���
 �
� ���
����
� �
 
��� 
� ������
 �
 ω0

� �� 

�� �� �� 
� �
� 
�
� 
� ��������
� ��
 
��������
����������
 ��� ��

�� �� �
�
�! ����
 �� 
�� 
���
��� ���! �� �� �������� �
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�������
 
�� ��
���������� 
�� 	����
! ��
� a � ΩFM/ω0

�
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*?'T'! /' .� W��#�!#-+ /' .� V�"%&'+ ' /' �"$-+�+ ' � /-+ &+' #+�&'+ ' +"U.#U'�I.' $&� .�
,&#$$�+ ' �I$-�I"' '+  -2,���#$-+ /'  '.&# /' .� W��#�!#-+ /& V� !'&� /' %&�.#!"� �-��"J.�!#W'2'+! .� ,&#$$�+ ' �I$-�I"' '$! &+' I-++' 2'$&�' /' δQ� ��#$ $# .?-+ ��-&!' X !-&!
 '.� &+' 2-/&.�!#-+ /' .� V�"%&'+ ' /& U"+"��!'&�S $-#! ω = ω0 + a sin ΩFM t

S .' $#U+�.
2'$&�" /'W#'+! [

Pabs

P0

≈ 1 − 2
δQ

Q
− 4Q2

(

δω0 − a sin ΩFMt

ω0

)2 Qy3CR
]+ -I$'�W' %&' .� ,��!#'  -+!#+&' /' .� ,&#$$�+ ' �I$-�I"' '$! &+' 2'$&�' /' δQ !�+/#$
%&' .� ,��!#' 2-/&."' X

ΩFM
'$! &+' 2'$&�' /' δω0

� ]+ � /-+ .X &+' 2"!4-/' /' 2'$&�'
%&# ,'�2'! /' I#'+ $",��'� .'$  -+!�#I&!#-+$ /' 〈<eG〉 '! /' 〈=mG〉�A^+ /?�2".#-�'� .' ��,,-�! $#U+�. $&� I�&#! /' .� 2'$&�' /' δQS -+ � #+!"�Y! X !��W�#..'�
X V�"%&'+ ' ^+#' ,.&!�! %&?X V�"%&'+ ' +&..'� �-&�  '.� #. $&�! /' �	����
 � 	�����
��� ��
����
�
��
 X &+' V�"%&'+ ' ΩAM

!'..' %&' ΩAM � ΩFM
� F+ ^.!��+! .'$ 4�&!'$ V�"%&'+ '$

QΩFM
R -+ � �  1$ X .�  -2,-$�+!' X

ΩAM
/& $#U+�. Q,�� /"!' !#-+ $0+ 4�-+'R %&# +-&$ .#W�'

δQ
� "+' /"!' !#-+ $0+ 4�-+' X

ΩFM
+' $'�� ,�$ �T' !"' ,�� .� 2-/&.�!#-+ /?�2,.#!&/'

'! +-&$ /-++'�� �  1$ X
δω0

� �' ,.&$S -+ U�U+'�� '+ -�' '+ ��,,-�! $#U+�. $&� I�&#! '+
2-/&.�+! &+ ,���21!�' 'B!'�+' [ .'  4�2, 2�U+"!#%&' $!�!#%&' W& ,�� .� .#U+'�

F+^+S ,.&!�! %&' /' 2'$&�'� δω0
$&� .' $#U+�.S -+ ,�"V"�'�� ����
��
 �� ����
�
��
 ��


�� 
��	�����S /' $-�!' %&' .?-+ �#! !-&�-&�$ ω = ω0 + δω0 + a sin ΩFM t
� �-&�  '.� -+

&!#.#$'��  -22' $#U+�. /?'��'&� .' �"$&.!�! /' .� /"2-/&.�!#-+ X
ΩFM

S %&#  -22' -+ .?�
W& Q�V "%&�!#-+ Qy3)RR V-&�+# &+ $#U+�. ,�-,-�!#-++'. X .?" ��! X .� �"$-+�+ ' '! /-+! .'
$#U+' #+/#%&' .' $'+$ /' .�  -��' !#-+ X �,,-�!'�� *?�$$'�W#$$'2'+! $' V'�� X .?�#/' /?&+
2-+!�U' X ���-,-�!#-++'..'J�+!"U��.'�  .�$$#%&'� ]+ !�-&W'�� $&� .� ^U&�' (y &+ $ 4"2�
/& /#$,-$#!#V 'B,"�#2'+!�. �$$&��+! .?�$$'�W#$$'2'+! /& U"+"��!'&� �% $&� .� �"$-+�+ '
/' .� .#U+'� F+^+S �^+ %&' .?�$$'�W#$$'2'+! $&#W' .� 2-/&.�!#-+ /&  4�2, 2�U+"!#%&'S
#. V�&! %&' .� ,"�#-/' /'  '..'J # $-#! U��+/' ,�� ��,,-�! X .�  -+$!�+!' /' !'2,$ /' .�
I-& .' /?�$$'�W#$$'2'+!S $-#! /' .?-�/�' /' .� 2#..#$' -+/'� �','+/�+! .'  4�&T�U' /� �&B
 -&��+!$ /' %-& �&.! /�+$ .' ,-�!'J" 4�+!#..-+ +-&$ -I.#U' X 2-/&.'� .'  4�2, I'�& -&,
,.&$ .'+!'2'+!S X &+' V�"%&'+ ' /' .?-�/�' /& 4'�!\�

�-&$ +?�W-+$ ,�$ "W-%&" .' ,�-I.12' /' .� 2'$&�' /' .� ,&#$$�+ ' �I$-�I"'� F+ �"�.#!"
-+ ,�"V"�'�� 2'$&�'� .� ,&#$$�+ ' �"�" 4#' ,�� .� .#U+' Q.� $-22' /'  '$ /'&B /'�+#1�'$
"!�+! "U�.' X .� ,&#$$�+ ' "2#$' ,�� .' U"+"��!'&�R [ '..' $' V'�� Q�,�1$ �2,.#^ �!#-+ ��%�S
"W#/'22'+!R X .?�#/' /?&+ 2#B'&�S %&# 'T' !&' .' ,�-/&#! /& $#U+�. /& U"+"��!'&� ,��  '.&#
,�-W'+�+! /& �"$-+�!'&�� ]+ /"!' !' �.-�$ .� !'+$#-+ �&B I-�+'$ /& �"$-+�!'&� ,.&!�! %&'
.� ,&#$$�+ ' %&?#. �I$-�I'S 2�#$ .'$  -+ .&$#-+$ ,�" "/'+!'$ �'$!'+! W�.�I.'$� "+ $ 4"2�
/' .� 2"!4-/' /' 2'$&�' /' .� ,&#$$�+ ' �"�" 4#' '$! /-++" $&� .� ^U&�' ()�

����� 	� ����9
�� ��:�8
���8�8���:
���8
�-&$ +?�W-+$ ,�$ �I-�/" .' ,�-I.12' /&  -&,.�U' '+!�' .' U"+"��!'&� '! .' �"$-+�J!'&�� F+ 'T'!S $# .?-+  -++' !' /#�' !'2'+! .?&+ X .?�&!�'S .'$ ,'�!'$ /&  #� &#! $-+! /&'$

+-+ $'&.'2'+! X .� �"$#$!�+ ' R /' .� .#U+' $'&.'S 2�#$ �&$$# X .� �"$#$!�+ ' #+!'�+' /&
U"+"��!'&� Q$�+$  -2,!'�  '..'$ /& /"!' !'&� '! /'$ ^.$ /?�2'+"'R Rext

� �-&� W-#� .?'T'!
/' Rext

&!#.#$-+$ .� �',�"$'+!�!#-+ /' +-!�' �"$-+�!'&� '+ &+  #� &#! RLC ,���..1.' Q/-+!
.� �"$#$!�+ ' '$! Q2RRS /-++" $&� .� ^U&�' ((�� ]+ W-#! �#$"2'+! %&'S $# .� V�"%&'+ ' /'
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Générateur
HF

Détection
Synchrone

Générateur
BF

Proportionnelle
Intégrale

Mesure
Puissance
Réfléchie

FM

∆f

S

380MHz

10kHz

-60dB

���� (y # ������ �� ����	��
�� ����
����
�� ��
��

��
 � 	����
��������
 �� ����
�
��

�� ��
 �� 
��	����� �� �� ������

�"$-+�+ ' �'$!' #+ 4�+U"'S .� �"$#$!�+ ' �'$,-+$�I.' /' .� /#$$#,�!#-+ /'W#'+! [
1

R
→ 1

R
+

Q2

Rext

Qy3�R
�' # � ,-&� 'T'! /' 2-/#^'� .' V� !'&� /' %&�.#!" /' .� �"$-+�+ ' /' !'..' $-�!' %&' [

1

Q′
=

1

Q
+

1

Qext

Qy5GR
-� Q = Lω0/R

/"$#U+' .' V� !'&� /' %&�.#!" /& �"$-+�!'&� $'&. '! Qext = Rext/Lω0
 '.&#

/& �'$!' /&  #� &#!� F!�+! /-++" %&' Rext � Q2R -+ W-#! %&' .' V� !'&� /' %&�.#!" /'
.?'+$'2I.' '$! /"!'�2#+" '$$'+!#'..'2'+! ,�� Rext

'! +-+ ,.&$ ,�� .' �"$-+�!'&� .&#J2Y2'�
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50 Ω

Ampli
HF

Résonateur

G=50dB

NF=1.8dB

T magique

Onde HF

-60dB

Déphaseur

Atténuateur

+10dB

Ampli
BF

Puissance

Réfléchie

���� () # ������ �� ����	��
�� ����
����
�� ����
��
 �� ����
� �� �� ��������� 
�� �����
��
 �� ����� 
 � 	���� � 	�� �����
�

A&$$#S �^+ /?"W#!'�  ' #S -+ #+!'� �.' &+ "."2'+! /'  -&,.�U' Q �,� #!#V -& #+/& !#VR '+!�'
.' �"$-+�!'&� '! .' �'$!' /&  #� &#! QW-#� .� ^U&�' ((IR� A#+$# .' �"$-+�!'&� +' W-#! ,.&$ .'$
"."2'+!$ /#$$#,�!#V$ /&  #� &#!S '! $-+ V� !'&� /' %&�.#!" '$! �'$!�&�"� �-��".�!#W'2'+!S .�
,&#$$�+ ' %&?#. �I$-�I' '$! �"/&#!' /?�&!�+!S '! $� 2'$&�' /'W#'+! ,.&$ /".# �!'��-&$ �W-+$

3�



(a)

CRQ
2

R ext LI0

(b)

R extI0 CRQ
2

L

Γ

���� (( # ��� � ��

� ������ ����

���� ���������
 �� 
��	��
��
 �	�
 ��� �
������� �
	���
�� �� 
��	����� ��
Q� 1

�� �� 
����
���� ��� ��

� �� � �� ��� ��
Q2R
�� ���� ��

R
���� ��

������ �
������
�R �
��
 �� 
����
���� �� 
��	��
��
� ��� ��
 ��
�
� �����
 Lω0
��Q� 1 ���� � ������ 
��
����
��
 �� �	������ �� ����
�
��
 ����
�
������� �� 
����
���� ��
�
��

Rext

 �� ����� 
��	���
� 
 

���
� ��� ������
� Γ �

�/-,!" .� !' 4+#%&' /' ����
� ��
 
�� ���	� %&#  -+$#$!' X 2'$&�'� .� ,&#$$�+ ' �"�" 4#'
,�� .� .#U+'� �'..'J # '$! 2#+#2�.' X .� �"$-+�+ 'S '! $� W�.'&� /",'+/ /&  -&,.�U'  4-#$# [
.'  -&,.�U' -,!#2&2  -��'$,-+/ X &+' �++&.�!#-+ /' .� ,&#$$�+ ' �"�" 4#'S '! '$! -I!'+&
,-&� &+'  �,� #!" /'  -&,.�U' Γ /"!'�2#+"' ,�� [

ω2
1Γ

2RRext = 1 Qy5yR
-� ω1

'$! .� +-&W'..' V�"%&'+ ' /' �"$-+�+ 'S ."U1�'2'+! /",.� "' ,�� .'  -&,.�U' '!
/"!'�2#+"' ,�� [

L(C + Γ)ω2
1 = 1 Qy5)R

F!�+! /-++" %&' .� ,&#$$�+ ' �"�" 4#' $?�++&.' �.-�$S .� /"!' !#-+ /& $#U+�. /� X .?" 4�+J!#..-+ '$! &+' /"!' !#-+ ��
 �	�� �	�
� �' ,.&$S .'  -&,.�U' -,!#2&2 �"�.#$' .?�/�,!�!#-+
/?#2,"/�+ ' /' .� .#U+'S '!  -��'$,-+/ �& 2#+#2&2 /' .� ^U&�' /' I�&#! /'$ �2,.#^ �!'&�$
�%�

�','+/�+! #. ,�-W-%&' &+' /#2#+&!#-+ /& V� !'&� /' %&�.#!" /?&+ V� !'&� 2
� A&$$# -+

,-&��� �W-#� #+!"�Y! X Y!�' $-&$J -&,."S ,-&�  -+$'�W'� .' Q /' .� .#U+'� *� ,&#$$�+ ' �"�"J
 4#' V�#! �.-�$ #+!'�W'+#� .?" ��! X

50Ω /' .?#2,"/�+ ' /' .� .#U+' W&' X !��W'�$ .�  �,� #!"
/'  -&,.�U' Γ

� *� /#$ &$$#-+  -+ '�+�+! .?-,!#2#$�!#-+ 'B,"�#2'+!�.' /'  '  -&,.�U' $'��V�#!' &.!"�#'&�'2'+!�

����D �
8����9
8���� �� :��8� 8���:
���8
]+ � �&$%&?# # ��#$-++" $&� &+  #� &#! �*� -�/#+�#�'S %&# '$! &+ I-+ 2-/1.' ,-&�

/" �#�' .� �"$-+�+ ' /' .� .#U+'� �','+/�+!  '!!' /'�+#1�' +' ,�"$'+!' ,�$ %&?&+' $'&.'V�"%&'+ ' /' �"$-+�+ ' 2�#$ &+ '+$'2I.'S -&  4� &+' /'$ V�"%&'+ '$ /' �"$-+�+ ' fn
'$!

&+ 2&.!#,.' /& V-+/�2'+!�. f0
[

fn = (n + 1)f0
Qy5(R
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-� n = 0 S 1 S 2 S ��� �-&� /'$ V�"%&'+ '$ ,�- 4'$ /?&+' V�"%&'+ ' fn
-+ ,'&! 2-/".#$'� .'

�"$-+�!'&� ,�� &+  #� &#! �*�� �.&$ ,�" #$"2'+!S $# .� ,�#�' /' ^.$ '$! -&W'�!' X  4�%&'
'B!�"2#!" Q ' %&#  -��'$,-+/ X +-!�'  -+^U&��!#-+ 'B,"�#2'+!�.'RS .'$ ,-#+!$ 'B!�Y2'$
/'$ ^.$  -��'$,-+/'+! X /'$ +-'&/$ /'  -&��+!S /' $-�!' %&?#. 0 � �"$-+�+ '  4�%&' V-#$
%&' l = nλn/2

-& l /"$#U+' .� .-+U&'&� /'$ ^.$ '! λn
.� .-+U&'&� /?-+/' X .� V�"%&'+ '

fn
� ]+ W"�#^' 'B,"�#2'+!�.'2'+!  '!!' �'.�!#-+ �&$%&?X n = 7 S  ' %&# ,�-&W' %&' .' V�#!

/?�W-#� �',.#" .� .#U+' $&� '..'J2Y2' � ,'& /?#+�&'+ ' $&� .'$ 2-/'$ /' ,�-,�U�!#-+ /'
.?-+/' ".' !�-J2�U+"!#%&'S /& 2-#+$ ,-&� .'$ ,�'2#'�$ 2-/'$ /& �"$-+�!'&�� *� .-+U&'&�
/' .� .#U+' '$!  �. &."' '+ V-+ !#-+ /' .� V�"%&'+ ' /& V-+/�2'+!�. /"$#�" [

l = λ0/2 ⇒ ω0 = πc/(l
√

εeff
r ) Qy5HR

-� c /"$#U+' .� W#!'$$' /' .� .&2#1�' /�+$ .' W#/' '! εeff
r

.�  -+$!�+!' /#".' !�#%&' 'T' !#W'
/& 2#.#'&� �# .?-+  -+$#/1�' %&' .' $&I$!��!S /'  -+$!�+!' /#".' !�#%&' εr S �'2,.#! &+ /'2#
'$,� 'S -+ � �5�� [

εeff
r =

1 + εr
2

Qy5@R
�-&� l = 20 2S -+ !�-&W' f0 = 320

��\ ,-&� &+ $&I$!��! /' $�,4#� ,-&� .'%&'. εr ≈ 10
�

]+ !�-&W'�� $&� .� ^U&�' (H .�  -&�I' /' �"$-+�+ ' /?&+' .#U+' /' +#-I#&2 $&� $�,4#��
*?#+/& !�+ ' L '! .�  �,� #!" C /' +-!�' .#U+' I#^.�#�' ,'&W'+! Y!�' '$!#2"'$ '+ 2-/"J.#$�+! .'$  -+/& !'&�$ ,�� /'&B  0.#+/�'$ #+^+#$ ,���..1.'$ /' ��0-+ a /-+! .'$ U"+"��!�# '$

$-+! $",��"$ ,�� &+' /#$!�+ ' d � *�  �,� #!" /'  '$ /'&B  0.#+/�'$ '$! �#$"2'+!  �. &.�I.'S
'! W�&! /�+$ .' W#/' �CG� [

Cvide =
2πε0l

arg cosh

(

d2

2a2
− 1

) ≈ πε0l

log(d/a)
Qy53R

F+ ,�"$'+ ' /& $&I$!��!S .�  �,� #!" �"'..' /' .� .#U+' $?" �#! C = Cvideε
eff
r

� F+ ,�'+�+!
a = 1µ

2 '! d = 6µ
2 -+ -I!#'+! C ≈ 20,%� �-&�  �. &.'� .?#+/& !�+ 'S -+ &!#.#$' .�

�'.�!#-+ LCvide = l2/c2 W�.�I.' 
� ,-&� .� ,�-,�U�!#-+ /?&+' -+/' $F� /�+$ &+ U&#/'
2&.!#,.'2'+!  -++'B' �CG�� ]+ -I!#'+! L ≈ 0.1µ

��
�# .?#2,"/�+ ' /& �"$-+�!'&� '$! �/�,!"' Q50ΩR X .� �"$-+�+ 'S #. �I$-�I' !-&!' .�

,&#$$�+ ' PG

V-&�+#' ,�� .' U"+"��!'&�S $-#! [
PG =

1

2
Q2RI2 =

1

2
LI2ω0

Q
Qy55R

�'!!' �'.�!#-+ +-&$ ,'�2'! /'  �. &.'� .'  -&��+! I  #� &.�+! /�+$ .� .#U+' X .� �"$-+�+ ' &
,-&� &+' ,&#$$�+ ' V-&�+#' /' 1+� Q−60/ER '! &+ Q /' 80000S -+ !�-&W' I = 140µA�
�' # +-&$ ,'�2'! /'  �. &.'� .' �&B 2�U+"!#%&' �% X .?#+!"�#'&� /' .?�++'�& [ δΦ = MI-� M '$! .� 2&!&'..' '+!�' .� .#U+' '! .?�++'�& Q%&# W�&! .' /-&I.' /'  '..' '+!�' &+ ^.
'! .?�++'�&R� A ,��!#� /' .� W�.'&� /' M  �. &."' ,�" "/'22'+!S -+ -I!#'+! %&' .' �&B
�.!'�+�!#V W�&! δΦ = 0.05Φ0

� ]+ � /-+ I#'+ δΦ � Φ0
S  -+/#!#-+ /' W�.#/#!" /' .� �",-+$'

.#+"�#�'�
����
��
 �
������ 
�� ������
 
� 
���
��
 ��
�
� �
����
�! ��
� 
��� �� ����� 
��	��� �� �� ��
������

����
��! �
 ��� ����
�
��� � ����
 ��������� 
�
����
����
�
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���� (H # �	�
�� ����
����
��� �� �� ��������� 
�� ����� ��
 ��� ����� 
��	���
� �� ��	�
���� ��
 �����
 
 T = 50�

��

��� ����� �� ��������� ��
*' I&! /'  '!!' ,��!#' '$! /' ,�"$'+!'� .� �"�.#$�!#-+ /' .� .#U+' I#^.�#�' �#+$# %&' $'$

 ��� !"�#$!#%&'$ '! ,'�V-�2�+ '$�

��6�� 	� ����= �� �
��8�
� ��:��������
*� W-.-+!" /?�W-#� &+ �"$-+�!'&� �W' &+ 4�&! V� !'&� /' %&�.#!" +-&$ -I.#U' X &!#.#$'�

&+ 2�!"�#�& $&,�� -+/& !'&�� A  '  4-#B '$! �$$- #" &+ #+ -+W"+#'+! 2��'&� %&?#. V�&!
$&�2-+!'� [ .'  -2,-�!'2'+! /& �"$-+�!'&� +& /",'+/ /' .� !'2,"��!&�' '! /&  4�2,
2�U+"!#%&' �,,.#%&"S W#� .� .-+U&'&� /' ,"+"!��!#-+ /' *-+/-+ Q,-&� .� V�"%&'+ 'R '!
.' U�, Q,-&�  ' %&# '$! /& V� !'&� /' %&�.#!"R /& $&,�� -+/& !'&�� *' !0,' /' 2�!"�#�&
&!#.#$" � /'$  -+$"%&'+ '$ $&�  ' ,4"+-21+' [ -+ � #+!"�Y! X &!#.#$'� &+ $&,�� -+/& !'&�
�0�+! &+' !'2,"��!&�'  �#!#%&' '! &+  4�2,  �#!#%&' .'$ ,.&$ ".'W"$ ,-$$#I.'$� �' ,-&�%&-#
+-&$ �W-+$ &!#.#$" /& +#-I#&2S /-+! .'$  ��� !"�#$!#%&'$ ,-&� .' 2�!"�#�& 2�$$#V $-+! [

Tc = 9.2
�

Hc1 ≈ 1000� Qy5CR
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���� (@ # ��	
	�
����� ��

����� �� �� ����� 	�
���� ��
 ���
	��	��� 	�
�����

�' ,.&$S /'$ '$$�#$ $-+! ,-$$#I.'$ X .� !'2,"��!&�' /' .?4".#&2 .#%&#/'S  ' %&# V� #.#!' .�
2#$' �& ,-#+!�

]+ ,'&! +-!'� %&' .'$ $&,�� -+/& !'&�$ X 4�&!' !'2,"��!&�'  �#!#%&' '&$$'+! "!" /'I-+$  �+/#/�!$ $?#. '�! "!" ,-$$#I.' /' V�#�' /'$ ^.$ !�1$ ^+$ X ,��!#� /'  -& 4'$ 2#+ '$� �.
$'2I.' 2�.4'&�'&$'2'+! /#� #.' X .?4'&�' � !&'..' /?�W-#� /'$ ^.$ /' %&'.%&'$ 2# �-+$ /'
.��U'&��

��6�6 ������� �� �
�8��
���:
*'$ .#U+'$ I#^.�#�'$ %&' +-&$ �W-+$ �"�.#$"'$ $-+!  -+$!#!&"'$ /' /'&B ^.$ /' +#-I#&2�&B!�,-$"$ $&� &+ $&I$!��!� �4�%&' ^. � &+' .-+U&'&� /' 20 2S &+' .��U'&� /' 2µ

2 '!
&+' ",�#$$'&� %&# ,'&! �..'� �&$%&?X 1µ

2� �'&B ^.$ �/�� '+!$ $-+! $",��"$ /' 4µ
2� "+'

W&' ,��!#'..' -I!'+&' ,�� 2# �-$ -,#' -,!#%&' '+ '$! /-++"' $&� .� ^U&�' (@� �-&$ �W-+$
+-&$J2Y2'$ V�I�#%&"$  '$ �"$-+�!'&�$ ,�� .#!4-U��,4#' -,!#%&' /�+$ .� $�..' I.�+ 4' /&
��F�S �FAS ]�2' /'$ �'�#$#'�$ X �� .�0S X ,��!#� /?&+ 2�$%&' �"�.#$" ,�� �� ��#..0
�& *)� X E�U+'&B� *'$ 2"!4-/'$ '2,.-0"'$ X  '! 'T'! $-+! $ 4"2�!#%&'2'+! ,�"$'+!"'$
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$&� .� ^U&�' (3� "+' V-#$ .'$ .#U+'$ ,�",��"'$ #. �'$!' X !'$!'� .'&� #+!"U�#!" X !'2,"��!&�'
�2I#�+!' QW"�#^'� %&'  4�%&' ^. +?'$! ,�$  -&," '! %&' .'$ /'&B ^.$ +' $' !-& 4'+! ,�$R
'! .'&�$  ��� !"�#$!#%&'$ QV� !'&� /' %&�.#!"S V�"%&'+ '$ /' �"$-+�+ 'R X .?4".#&2 .#%&#/'�
F+ 'T'! .'$ 2-!#V$ �"�.#$"$ $-+! !�1$ $'+$#I.'$ X .� ,�"$'+ ' /?&+' $'&.' ,-&$$#1�' /' !�#..'
2# �-+#%&' /&��+! +?#2,-�!' .�%&'..' /'$ "!�,'$ /' .#!4-U��,4#'S  ' #  �� .'$ ^.$ $-+! X .�V-#$ !�1$ .-+U$ '! !�1$ ^+$� �?-� #. �"$&.!' &+ !�&B /?" 4' #2,-�!�+! $&� .� V�I�# �!#-+ [
$'&.' &+' .#U+' $&� %&�!�' ,�$$' .?"!�,' /' !'$! X  4�&/�

��6�� 	� ����9
�� 
��� 9� ��:�� �=��8���8
]+ � W& .?#2,-�!�+ ' /&  -&,.�U' '+!�' .' �"$-+�!'&� '! .'  #� &#! /' 2'$&�' $&� .'V� !'&� /' %&�.#!"� A  ' ,�-I.12' $' ���-&!'  '.&# /' .� $!�I#.#!" 2" �+#%&' /&  -&,.�U'S

'+ ,��!# &.#'� $� $'+$#I#.#!" �&B W#I��!#-+$� A^+ /' 2#+#2#$'� .� 2# �-,4-+#' /& 2-+!�U'
+-&$ �W-+$ /" #/" /' �"�.#$'� &+  -&,.�U'  �,� #!#V -� .?"."2'+! /'  -&,.�U' '$! .&#J�&$$#.#!4-U��,4#"S $&� .' 2Y2' $&I$!��! %&' .' �"$-+�!'&�� �' ,.&$S #. '$!  -22-/' /' ,-&W-#�
W��#'� .'  -&,.�U'S '!  ' ,-&� /'&B ��#$-+$ [ /?&+' ,��! ,-&� ,-&W-#�  4'� 4'� .?-,!#2&2 %&#
 -��'$,-+/ �&B  -+/#!#-+$ 'B,"�#2'+!�.'$ & /?�&!�' ,��! ,�� ' %&' .� W�.'&� /&  -&,.�U'
�/"%&�! /",'+/ /' QS %&# ,'&! Y!�' +-!�I.'2'+! /#T"�'+! X

100
2� '! X

4.2
�� �-&�  'V�#�' +-&$ �W-+$ &!#.#$" ,.&$#'&�$  �,� #!"$ '+ $"�#'S �W' .� ,-$$#I#.#!" /' $'  -++' !'�

�& +#W'�& W-&.&� *' .#'+ '+!�' .' ^. /?���#W"' /' .?-+/' �% '! .�  �,� #!" /'  -&,.�U' $'V�#! X .?�#/' /?&+ ^. /?�.&2#+#&2 /' 30µ
2 /' /#�21!�' %&# '$! $-&/" ,�� &.!��$-+$ $&� .�

 �,� #!"�

��6�> 7��� �� ��
�� �
�:������
�. '$! &+ �&!�' ,���21!�' %&' .'  4-#B /& $&,�� -+/& !'&� %&�+! X .� $'+$#I#.#!" /&

�"$-+�!'&� �&  4�2, 2�U+"!#%&' �2I#�+! [ #. $?�U#! /' .� U"-2"!�#'� F+ 'T'!S /�+$ .'  �$
%&# +-&$  -+ '�+'S .'  4�2, 2�U+"!#%&' $!�!#%&' %&' .?-+ �,,.#%&' '$! ,'�,'+/# &.�#�'
�& ,.�+ /' .� .#U+'� ]�  '.&# W& ,�� .' $&,�� -+/& !'&� '$! �&U2'+!" /'  '.&#  �"" ,��
.'$ $&,'� -&��+!$ Q.'  4�2, �/"2�U+"!#$�+!�R %&# V-+! '+ $-�!' %&' .'  4�2, 2�U+"!#%&'
!-!�. $-#! +&. �&  -'&� /& 2�!"�#�&� �'  ' ,-#+! /' W&' .� U"-2"!�#' ",�#$$' '$! I#'+
,.&$ V�W-��I.' %&' .� U"-2"!�#' /' ,.�%&' ^+'� ]� .' V�#! %&' .'$  ��� !"�#$!#%&'$ /&
$&,�� -+/& !'&� $' /"U��/'+! �W' .'  4�2, 2�U+"!#%&' Q/& V�#! /' .� /#2#+&!#-+ /&
U�,R $' !��/&#! $&� .' V� !'&� /' %&�.#!"� A^+ /' 2#+#2#$'�  '! 'T'! Q#�'� /' /#2#+&'� .�
$'+$#I#.#!" /& �"$-+�!'&� �&  4�2, 2�U+"!#%&' �,,.#%&"R -+ !Z 4' /?�&U2'+!'� .?",�#$$'&�
/'$ ^.$ /' +#-I#&2� *� !' 4+-.-U#' /& .#V!J-T ,'�2'! /?�!!'#+/�' V� #.'2'+! /'$ ",�#$$'&�$
/' .?-�/�' /' 0.1µ

2S 2�#$ #. '$! /#� #.' /?�!!'#+/�' 1µ
2� A&$$# +-&$ �W-+$ �/-,!" &+'

�&!�' 2"!4-/' [ ,��!�+! /?&+ ^.2 /' +#-I#&2 ",�#$ Q1µ2R -I!'+& ,�� ,&.W"�#$�!#-+S -+
W#'+! /",-$'� ,�� /'$$&$ &+' .#U+' ^+' '+ �.&2#+#&2S ,�� .#V!J-T� A,�1$  '.� -+ -,1�'
&+' U��W&�' #-+#%&' �"� !#W' Q���F�RS %&#  -+$#$!' X �!!�%&'� .� $&�V� ' /' +#-I#&2 ,��
&+ ,.�$2� /' SF6

� *?#-+ �&-�&�' �"�U#! ��,#/'2'+! �W' .' +#-I#&2 !�+/#$ %&' .?�!!�%&'
/' .?�.&2#+#&2 '$! I'�& -&, ,.&$ .'+!'� A&$$# .' ^.2 '$!J#. U��W" ,��!-&! $�&V $-&$ .'$
.#U+'$ /?�.&2#+#&2� A .� ^+ /& ,�- "/" +' $&I$#$!'+! %&' /'$ .#U+'$ ",�#$$'$ /' +#-I#&2
�' -&W'�!'$ /?�.&2#+#&2S %&' .?-+ /#$$-&! /�+$ .� $-&/'� ]+ -I!#'+! ,��  ' ,�- "/" /'$
2-!#V$ /-+! .?",�#$$'&� '$!  '..' /' .�  -& 4' /' /",��!S  ?'$! X /#�' 1µ

2�

5H



���� (3 # �
���� �� ��
�	�
����� ����� �� 	���
� �	
� �� �
	���� �� ��� 
�	� �

�' ,.&$ .'$ ,�-,�#"!"$ $&,�� -+/& !�# '$ /?&+ ' -& 4' ",�#$$' $-+! 2'#..'&�'$ %&'  '..'$
/?&+ ^.2 2#+ 'S !'. %&?-+ ,'&! .?-I!'+#� ,�� .#V!J-T� F+ ,��!# &.#'� .� !'2,"��!&�' /'
!��+$#!#-+ $&,�� -+/& !�# ' '$! ,�- 4' /' .� W�.'&� -I!'+&' ,-&� .' 2�!"�#�& 2�$$#V�"+' 2'$&�' /' .� $'+$#I#.#!" /& �"$-+�!'&� �&  4�2, 2�U+"!#%&' '$! /-++" ,�� .'

5@



���� (5 # ��	��
�	� �� ���
��
 �� �����
� � 	��� ����� �� ��	���� ��
 �����
 �� �	��
�	�
�� ����� �����
���� �
�
���� �������� 
 T = 4.2

��

 -'� #'+! α /"^+#  -22' $&#! [
α =

∣

∣

∣

∣

∣

∂2Q

∂H2

∣

∣

∣

∣

∣

Qy5�R
*' U�#+ �,,-�!" ,�� .� V�I�# �!#-+ /' .#U+'$ ",�#$$'$ W�&! '+W#�-+ [

α(0.1µ
2

)

α(1µ
2

)
≈ 10 QyCGR

]+ !�-&W'�� $&� .� ^U&�' (5 .?'T'! �"$#/&'. /&  4�2, 2�U+"!#%&' $&� .' V� !'&� /' %&�.#!"
X

4.2
�� �'!!' /",'+/�+ ' �"$#/&'..' '$!  '..' /' .� �"$#$!�+ ' /' $&�V� ' Rs

/& +#-I#&2
%&#S /�+$ .'  �/�' /?&+' !4"-�#' /' �#+\I&�UJ*�+/�& '$! /-++"' ,�� [

Rs(H) = Rs(0) exp

(

1

2

∆(0)

T

H2

H2
c

)

QyCyR
-� ∆(0) /"$#U+' .' U�, /& $&,�� -+/& !'&� X !'2,"��!&�' +&..' '! Hc

$-+!  4�2,  �#J!#%&'� �' ,.&$S .'$ �"$#$!�+ '$ /' $&�V� ' %&' +-&$ -I!'+-+$ $-+!  -2,�!#I.'$ �W'  '..'$
&$&'..'2'+! -I!'+&'$ $&� /'$  -& 4'$ 2#+ '$�

�-&$ $-22'$ #+!"�'$$"$ ,�� .?-I!'+!#-+ /?&+ �"$-+�!'&� ,'& $'+$#I.' �&  4�2, �,,.#J
%&"� �# X .?#+W'�$' -+ /"$#�' &+ /"!' !'&� !�1$ $'+$#I.' �&  4�2, 2�U+"!#%&'S #. $&�! /'

53



V�#�' &+ �"$-+�!'&� ^+ &!#.#$�+! &+ $&,�� -+/& !'&� X  4�2,  �#!#%&' V�#I.'�

��6�� 7��� �� 9
 �����8
��8�
*� !'2,"��!&�' '$! &+ �&!�' V� !'&� %&# �-&' $&� .?"!�! $&,�� -+/& !'&� /& +#-I#&2S

'+  4�+U'�+! .� .-+U&'&� /' ,"+"!��!#-+ /' *-+/-+� *-�$%&' .� !'2,"��!&�' /#2#+&'S .'
 4�2, '$! 2#'&B 'B,&.$" /' $-�!' %&' .' V� !'&� /' %&�.#!" �&U2'+!' &  -+ -2#!�22'+! .'
/#�2�U+"!#$2' $?�2".#-�' '+!���+�+! &+' �&U2'+!�!#-+ /' .� V�"%&'+ ' /' �"$-+�+ '� �' #
,-&� .?#+�&'+ ' /#�' !' /' .� !'2,"��!&�'� ��#$  '!!' /'�+#1�' � �&$$# &+' #+�&'+ ' $&�
.?'+W#�-++'2'+! /' .� .#U+' [ .' $&I$!��!� F+ 'T'!S $#  '.&#J #  -+!#'+! /'$ /#,�.'$ ,���2�J
U+"!#%&'$ -& ,���".' !�#%&'$S .'&� $&$ ',!#I#.#!" /#W'�U'  -22' 1/T

X I�$$' !'2,"��!&�'S
'+!���+�+! &+' /#2#+&!#-+ #2,-�!�+!' /' .� V�"%&'+ ' /' �"$-+�+ ' .-�$%&' .� !'2,"��!&�'
/#2#+&'� �. V�&! /-+ -,!#2#$'� .'  4-#B /& $&I$!��! $&� .'%&'. .' /",�! /' +#-I#&2 '$!
'T' !&"� �-&$ �W-+$ '$$�0" %&�!�' !0,'$ /' 2�!"�#�&B /#T"�'+!$ [
# �� ������ [ #. $?�U#! /?&+ 2�!"�#�& �2-�,4' %&#  -+!#'+! /' +-2I�'&B  '+!�'$ ,���J".' !�#%&'$S '! $?'$! �W"�"' Y!�' &+ !�1$ 2�&W�#$  �+/#/�!�
# �� �������� [ #.  -+!#'+! ,'& /?#2,&�'!"$S 2�#$ $� $&�V� ' $?-B0/' /' $-�!' %&' .�

%&�.#!" /& �"$-+�!'&� $?�.!1�' �W' .' !'2,$�
# � 	�
�����
� �� ������� [ .� %&�.#!" /& +#-I#&2 -I!'+& $&�  ' $&I$!��! '$! 2�&W�#$'S

/' $-�!' %&' .?-+ '$! /-2#+" ,�� .?'T'! /& /#�2�U+"!#$2' /& $&,�� -+/& !'&�� �'
,.&$S #. '$! 'B!�Y2'2'+! /#� #.' /' V�#�' �/4"�'� .�  -& 4' /' +#-I#&2 /'$$&$�

# �� �����
 [  ?'$! .' 2�!"�#�& .' 2'#..'&� %&' +-&$ �0-+$ !�-&W"S %&#  -+!#'+! %&'.%&'$
#2,&�'!"$ ,���2�U+"!#%&'$ 2�#$ '+ V�#I.'  -+ '+!��!#-+� �' ,.&$  ?'$! &+ $&I$!��!
$&� .'%&'. .' +#-I#&2 V�#! /'$  -& 4'$ /' !�1$ I-++' %&�.#!"� �?'$! /-+ $&� .' $�,4#�
%&' +-&$ �W-+$ ^B" +-!�'  4-#B�

*'$ �"$&.!�!$ -I!'+&$ ,-&� .� $#.# 'S .' $#.# #&2 -B0/" '! .' $�,4#� $-+! ,�"$'+!"$ $&� .�
^U&�' (C� ]+  4'� 4�#! # # &+ $&I$!��! ,'�2'!!�+! �& �"$-+�!'&� /' /",'+/�' ,'& /'
.� !'2,"��!&�' & X .?#+W'�$' .?&!#.#$�!#-+ /' .� $#.# ' ,�� 'B'2,.' ,'�2'! /?-I!'+#� &+
!4'�2-21!�' /' !�1$ U��+/' $'+$#I#.#!"�

F+^+ .� ,�"$'+ ' /?#2,&�'!"$ � ,'�2#$ /?'$!#2'� .� ,&#$$�+ ' �% X ,��!#� /' .�%&'..'
-+  4�&T�#! .?" 4�+!#..-+ [ '+ 'T'!S $# .� ,&#$$�+ ' �% '+W-0"' '$! !�-, #2,-�!�+!'S .�
!'2,"��!&�' /& $&I$!��! '$! ,.&$ ".'W"' %&'  '..' 2'$&�"' ,�� .' !4'�2-21!�'S $#!&" $&� .'
,-�!'J" 4�+!#..-+ '+  &#W�'� ��+$  '  �$ .� $&$ ',!#I#.#!" /& $&I$!��! +' $&#! ,.&$ &+' .-#
/' �&�#' '+ V-+ !#-+ /' .� !'2,"��!&�' 2'$&�"'S 2�#$ &+' .-# /' .� V-�2' χ ∝ 1/(T + T0)-� T0

 -��'$,-+/ �&  4�&T�U' '+ %&'$!#-+� *� ,&#$$�+ ' X ,��!#� /' .�%&'..'  '! 'T'!
/#$,����! /",'+/ I#'+J$�� /& $&$!��! &!#.#$"� �-&� .' $#.# #&2S -+ +?� ,.&$ /'  4�&T�U'
,-&� &+' ,&#$$�+ ' #+V"�#'&�' X −80/E�

��6�D �8��� �� ��:����9��� � ���:
�= �
8
����� 8������9�
*� V�I�# �!#-+ /' .#U+'$ '+ +#-I#&2 ",�#$ $&� $�,4#� +-&$ � ,'�2#$ /?-I!'+#� /'$V� !'&�$ /' %&�.#!" /' .?-�/�' /' 80000

X
100

2� Q$-#! 20000
X

4.2
�R� *� V�"%&'+ ' /'

�"$-+�+ ' W��#' /' %&'.%&'$ ��\ /?&+ " 4�+!#..-+ X .?�&!�' '! ,-&� &+ 2Y2' " 4�+!#..-+
/?&+ �'V�-#/#$$'2'+! X .?�&!�'� "+' W�.'&� !0,#%&' '$! f0 = 350

��\� ]+ -I$'�W' .'$
4��2-+#%&'$ /'  '!!' V�"%&'+ ' �&$%&?X '+W#�-+ 2.5��\� *' I�&#! $&� .� 2'$&�' /' .�
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���� (C # ��	��
�	� �� �� �
������� �� 
��	����� �� �� ����� �� �	��
�	� �� �� 
����
�
�
���	�
 ��� �
��
� ����

�
� � �� ���
� �	��
��� �� �� �	�
�� 
 ����� 
����
�
�
� �	

���	��

 � 	�� �
 ��
������
���� ��	�
 �� �����
� 	� ��
�����

���� ��	�
 �� ������ �
 �� ���������
��� ������� �	�
���� ���� �� ����

�
� ���� �� ��� �� �������� 	���� 	� �	
�
� �� ���
�
����
��� �� �� �	�
�� 
 ���
� 
����
�
�
�� ��� �� ��������
���� �� ��	�����

V�"%&'+ ' '$! /?'+W#�-+ 0.3
�\ !�+/#$ %&'  '.&# $&� Q '$! !'. /' .?-�/�' /' 10−5Q

� *�
$'+$#I#.#!" /' +-!�' /"!' !'&� '$! /-+ /' [

δf0

f0

≈ 10−9 δQ

Q2
≈ 10−10 QyC)R

F$$�0-+$ /?'$!#2'� .' $#U+�. �!!'+/& '+ ,�"$'+ ' /'$ �++'�&B [ ,-&�  ' %&# '$! /' .�
W��#�!#-+ /' V�"%&'+ 'S .#2#!-+$J+-&$ X .?'T'! /' .� $&$ ',!#I#.#!" /'$  -&��+!$ ,'�2�+'+!$�
F+ $&,,-$�+! %&' $'&.' .� ,�'2#1�' 4��2-+#%&' /&  -&��+! #+!'�W#'+! Q.'$ �&!�'$ "!�+!
$&,,�#2"'$ ,�� .� ,'�!' /'  -4"�'+ ' /' ,4�$'RS  '.&#J # $?" �#! [

Iper ≈ I2 sin 4π
Φ

Φ0

QyC(R

5C



���� (� # ��	��
�	� �� �� �
������� �� 
��	����� � 	��� ����� �� ��	���� ��
 �����
 ��
�	��
�	� �� ����� �����
���� �
�
���� ���������

F+ ,�'+�+! I2 = I0 = evF/L ≈ 5.2+A QvF
'$! -I!'+& ,�� /'$ 2'$&�'$ /-++"'$ /�+$ .'

,���U��,4' $&#W�+!RS -+! -I!#'+! &+'  -+/& !�+ ' ,�� �++'�& /' =mG ≈ 7. 10−3
� X

350
��\� �-&�  ' %&# '$! /' .� ,��!#' �"'..' /' .�  -+/& !�+ 'S -+ W� $#2,.'2'+! '$!#2'�

.� W�.'&�  -��'$,-+/�+! X .� V-�2&.' /' ��&/' [ X ,��!#� /'$ /-++"'$ -I!'+&'$ /�+$ .�
$' !#-+ $&#W�+!'S -+ -I!#'+! G0 ≈ 6. 10−4

�� �-&� Na = 105 �++'�&B  -&,."$ X .� .#U+'
�W' &+' 2&!&'..' /' 2. 10−13�S -+ -I!#'+! .� ,'�!&�I�!#-+ $&#W�+!' [

δf0

f0

≈ 2. 10−7 δQ

Q2
≈ 4. 10−8 QyCHR

F+^+ #. �'$!' /'$ $#U+�&B ,���$#!'$ /�$ X .� $'+$#I#.#!" �"$#/&'..' /& �"$-+�!'&� �&  4�2,
2�U+"!#%&' $!�!#%&'� *?'T'! /&  4�2, 2�U+'!#%&' $&� .� V�"%&'+ ' /& V-+/�2'+!�. '$!
,�"$'+!" $&� .� ^U&�'$ (� & $-+ 'T'! $&� .' V� !'&� /' %&�.#!" X

50
2� '$! !�1$ #+V"�#'&� X

 '.&# X 4.2
� ,�"$'+!" $&� .� ^U&�' (5�

5�



��� ���������

	�
]+ � /"�X #+$#$!" $&� .' V�#! %&' .?'B,"�#'+ ' ,�"$'+!"' # # � &+ #+!"�Y! 2�B#2&2 ,-&� &+

" 4�+!#..-+ X $,' !�' /#$ �'!� �' # +-&$ �21+' X &!#.#$'� &+ $'2#J -+/& !'&� [ '+ 'T'!S /�+$
.'  �$ /?&+ 2"!�. .?" ��! '+!�' /'&B +#W'�&B '$!S ,-&� &+ �++'�& /' !�#..' 2# �-+#%&'S /'
.?-�/�' /& 2# �-�'.W#+S $-#! !-&�-&�$ I#'+ #+V"�#'&� X .� !'2,"��!&�' '! X .?".��U#$$'2'+!
#+".�$!#%&'� �. +-&$ V�&! /-+ +-&$ !-&�+'� W'�$ .'$ $'2#J -+/& !'&�$S '! '+ ,��!# &.#'�
.'$ 4"!"�-�-+ !#-+$� ]+  -22'+ '�� ,�� /" �#�'  '$ -I�'!$S -+ ,�" #$'�� .'$ U��+/'&�$
%&# .'$  ��� !"�#$'+! ,-&� '+$&#!' ,�"$'+!'� .'$ 2'$&�'$ %&' +-&$ �W-+$ 'T' !&"'$S '+ $'
 -+ '+!��+! &+#%&'2'+! $&� .� .- �.#$�!#-+ V�#I.' '! .?'T'! A4��-+-WJE-42� ]+ W'��� %&'
+-$ " 4�+!#..-+$ +' $?#+$ �#W'+! ,�$ /�+$ .'  �/�' 4�I#!&'. /' .� .- �.#$�!#-+ V�#I.'S 2�#$
%&' .'&� �$,' ! $'2#J/#T&$#V '$! X .?-�#U#+' /'  -&�I'$ /' 2�U+"!-�"$#$!�+ ' -�#U#+�.'$�

����� �8���:�
���: �� 9�����8���:����: GaAs/GaAlAs
*� ^U&�' HG ,�"$'+!' .'$ /#T"�'+!'$  -& 4'$ $'2#J -+/& !�# '$ %&#  -+$!#!&'+! .?4"!"�-�-+ !#-+�Cy��

*' GaAs '! .' GaAlAs $-+! /'&B $'2#J -+/& !'&�$ /' !0,' ���J� �0�+! /'$ U�,$ /#T"J
�'+!$� *� ,�"$'+ ' /?#2,&�'!"$ /' $#.# #&2 '+ $&�V� ' � &+ ��.' /-&I.' [ .' $#.# #&2 "!�+!
&+ /-++'&� /�+$  '  -+!'B!'S #. �-&' .' ��.' /' /-,�+! n & /' ,.&$ '+  �"�+! &+'  4��U'
/?'$,� 'S #. � ,-&� 'T'! /' ,�-W-%&'� .� $!�I#.#$�!#-+ /'$ ".' !�-+$ X .?��
�
���� '+!�' .'
GaAs '! .' GaAlAsS %&# $-+!  -+^+"$ /�+$ &+ ,.�+� ]+ � �T�#�' X &+ ��� ���������	����
� 	����

	�� ���
�� /-+! .� /'+$#!" '$! /' .?-�/�' /' %&'.%&'$ 1011cm−2 '! /-+! .� 2-I#.#!"
,'&! �!!'#+/�' /'$ W�.'&�$ /' .?-�/�' /' 106cm2V−1s−1

� �. $?�U#! �"'..'2'+! /?&+ ,.�+S /-+!
.?",�#$$'&� '$! /' .?-�/�' /' λF

�
A ,��!#� /'  ' ,.�+  -+/& !'&�S #. $&�! /' U��W'� ,�� /'$ !' 4+#%&'$ /' .#!4-U��,4#'

".' !�-+#%&' .'$ 2-!#V$ /"$#�"$ [ '+ '+.'W�+! &+' ,��!#' /'$ /-++'&�$ $#!&"$ '+ $&�V� 'S -+
 4�+U' .' ,-!'+!#'. /'  -+^+'2'+! /'$ ".' !�-+$ /' $-�!' %&'S $# .� ,�-V-+/'&� /' U��W&�'
'$! $&�$�+!'S #. +?0 �#! ,.&$ /?".' !�-+$ $-&$ .'$ ,��!#'$ U��W"'$� �','+/�+!S "!�+! /-++"
%&' .?-+ +?�U#! �#+$# ,�$ /#�' !'2'+! $&� .' U�\ ".' !�-+#%&'S 2�#$ %&'  ?'$! ,�� /",."!#-+
%&' .?-+  �"' /'$  �+�&B  -+/& !'&�$S .� .��U'&� /'  '&BJ # +?'$! ,�$ /"!'�2#+" &+#%&'2'+!
,�� .� .��U'&� /& 2-!#V U��W"� *� �V-� '� /& ,-!'+!#'. /'  -+^+'2'+! #+!'�W#'+! /�+$  '
,�-I.12'S '! #. V�&/�� "!�.-++'� .' ,�- '$$&$ /' U��W&�' ,-&� -I!'+#� &+ ^. /' .��U'&�
�"'..' /-++"' Q.� .��U'&� �"'..' '$! !-&�-&�$ #+V"�#'&�' X .� .��U'&� U��W"'R�

����6 �
8
���8�� �
8
���8��������
*'$ " 4�+!#..-+$ %&' .?-+ -I!#'+! ,��  ' ,�- "/" $-+!  ���!"�#$"$ ,�� &+ '+$'2I.' /'

,���21!�'$ ".' !�-+#%&'$� ]+ ,'&! /#W#$'�  '$ ,���21!�'$ '+ /'&B U�-&,'$ [
#  '&B %&# $-+! #+!�#+$1%&'$ X .?4"!"�-�-+ !#-+ [ #. $?�U#! /' .� 2�$$' 'T' !#W' m∗ /'$

".' !�-+$S /' .� /'+$#!" ".' !�-+#%&' 
� ne
'! /' .� W#!'$$' /' %'�2# vF

�
#  '&B %&# ,'&W'+! Y!�' �T' !"$ ,�� .� U��W&�' [ .' .#I�' ,�� -&�$ 2-0'+ le S .� .-+U&'&�

/'  -4"�'+ ' /' ,4�$' Lφ
S '! I#'+J$�� .� .��U'&� �"'..' /& ^. W Q.?#2,�" #$#-+ $&� .�

.-+U&'&� '$! +"U.#U'�I.' !�+! %&?-+ $?#+!"�'$$' X /'$ ^.$ .-+U$R�
��� 	�  �����
 �
 ���������������� 
������
 ���

������� �
 �����
�� ��	���� ����������� � �
�����
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10nm

46nm

24nm

surface

GaAs

GaAlAs(Si)

GaAlAs

GaAs

gaz bidimensionnel d'électrons

���� HG # ��� �� �	��� ��� ��� �
��
�� �	����� ������	����

���� �	��
�
�
���� � 	��� ���

�
	�	��
�	�� �� �	���� ����
� ������ ��� ���
� �� ��

 ��� �� �
	
��
�	��

����� ����8�� �� �8
:���8�
*� /"!'�2#+�!#-+ /'  '$ ,���21!�'$ ,-&� .'$ �++'�&B %&# +-&$ #+!"�'$$'+! $?'T' !&'

,�� /'$ 'B,"�#'+ '$ /' !��+$,-�!� �' # +-&$ -I.#U' X .'$  -++' !'�S  ' %&# '$! ,�" #$"2'+!
 ' %&' .?-+ $?'$! �'V&$" /' V�#�' Q.' $#2,.' V�#! /?�/�-#+/�' /'$ ,.-!$ �&B �++'�&B �^+
/?&+' "W'+!&'..'  -++'B#-+ I�#$' .�  -4"�'+ ' /' ,4�$'R� A&$$#S �& .#'& /'  ��� !"�#$'�
/#�' !'2'+! +-$ �++'�&BS -+ W� 'T' !&'� .'$ 2'$&�'$ $&� /?�&!�'$ " 4�+!#..-+$ ����	
��
�	
� �� ���� �
	������ �� ���
���
�	�S /' $-�!' %&' .?-+ �#! .?�$$&��+ ' /' .?#/'+!#!" /&
!��#!'2'+! $&I#�

*� 2�$$' 'T' !#W' /' .?".' !�-+ '$! /"!'�2#+"' ,�� .� $!�& !&�' /' I�+/' /& GaAs2�$$#V & '..' +' /",'+/ ,�$ /' .� V�I�# �!#-+ /' .?4"!"�-�-+ !#-+ '! W�&! m∗ = 0.068m0-� m0 = 9. 10−31�U /"$#U+' .� 2�$$' /' .?".' !�-+ /�+$ .' W#/'� �-&�  -++��!�' .'$ �&!�'$
,���21!�'$S #. V�&! 'T' !&'� &+  '�!�#+ +-2I�' /' 2'$&�'$ %&' W-# #�

�����
� �� �� �����
� ����

	�����

A^+ /' /"!'�2#+'� .� /'+$#!" ".' !�-+#%&' ne
S -+ 'T' !&' /'$ 2'$&�'$ /?'T'! ��..

 .�$$#%&' '! %&�+!#%&' $&� &+'  �-#B /?&+' .��U'&� /' 20µ
2� *� �"$#$!�+ ' /' ��.. X I�$

 4�2, '! .'$ ,.�!'�&B /?'T'! ��.. %&�+!#%&' '+  4�2, V-�! Q�&$%&?X @ $'$.�$R ,'�2'!!'+!
/' �'2-+!'� X .� /'+$#!" ".' !�-+#%&'S $-#! [ ne = 4.2 1011 2−2

�
A^+ /' W"�#^'� %&'  '  4#T�' +' /",'+/ ,�$ /' .� U��W&�'S +-&$ �W-+$ ,�- "/" X /'$

2'$&�'$ /' 2�U+"!-�"$#$!�+ ' $&� /'$ ^.$ ^+$ '+  4�2, V-�! Q'T'! �4&I+#�-WJ/' ���$R�
*� ,"�#-/' /'$ -$ #..�!#-+$ +-&$ /-++' �&$$# �  1$ X .� /'+$#!" /' ,-�!'&�$� ]+ ,'&! �#+$#
 -+$!�!'� %&' ne

+' /",'+/ ,�$ !�-, /' .� U��W&�'� �-!-+$ %&' .'$ W�.'&�$ -I!'+&'$ �#+$#
Cy



!#'++'+! +�!&�'..'2'+!  -2,!' /& $,#+�
A ,��!#� /' ne

-+ ,'&!  �. &.'� .'$ %&�+!#!"$ .#"'$ �& +#W'�& /' %'�2# ,�� [
k2

F =
4

s
πne

QyC@R
-� s = 2 '$! .� /"U"+"�'$ '+ ' /' $,#+� A#+$# ,-&� .' ^. /' 0.5µ

2 -+ !�-&W' k−1
F = 65�Q$-#! EF = 150

� '! vF = 2.6 1052$−1R�
�����
� �� �
	���
Wle"+' 2'$&�' I#'+ ,.&$ $#2,.' %&' .� ,�" "/'+!'  -+$#$!' '+ .� 2'$&�' /' .�  -+/& J!�+ ' �"$#/&'..' Q'! /-+ X I�$$' !'2,"��!&�'R /'$ ^.$ '+  4�2, +&.� A&B  -��' !#-+$ /'

.- �.#$�!#-+ V�#I.' ,�1$ Q%&# $-+! +"U.#U'�I.'$RS  '!!' W�.'&� '$! /-++"' ,�� .� V-�2&.' /'��&/' [
G0 =

nee
2τe

m∗

W

L
QyC3R

-� W /"$#U+' .� .��U'&� �"'..' /& ^. '! L $� .-+U&'&�� ]+ ,'&! �"" �#�'  '!!' V-�2&.' '+ [
G0 =

s

2

e2

h
kFW

le
L

QyC5R
�'!!' 2'$&�' +-&$ /-++' /-+ �  1$ �& ,�-/&#! Wle

�
�����
� ��

W
�
 Lφ�'$ /'&B /'�+#'�$ ,���21!�'$ $-+! /"!'�2#+"$ ,�� /'$ 'B,"�#'+ '$ /' .- �.#$�!#-+V�#I.' [ -+ 2'$&�' .� 2�U+"!- -+/& !�+ ' /?&+ ^. G(B) ,-&� /#W'�$'$ W�.'&�$ /' .� !'2J

,"��!&�' T � A .� W�.'&�  .�$$#%&' /' ��&/' $?��-&!' .�  -��' !#-+ /' .- �.#$�!#-+ V�#I.'
δG(B, T ) %&# $?" �#! [

δG

G0

= − 1

πh̄N(EF )

∫ +∞

0

dtC(t)e−t/τφ

〈

exp

(

2iπ
Φ(t)

Φ0

)〉

QyCCR
-�C(t) /"$#U+' .� ,�-I�I#.#!" /' �'!-&� X .?-�#U#+' �,�1$ &+ !'2,$ tSΦ(t)

.' �&B '+$'��" ,��
&+' !���' !-#�' V'�2"' /-++"' '! -� .� 2-0'++' 〈...〉 /"$#U+' &+' 2-0'++' $&� !-&!'$ .'$
!���' !-#�'$ V'�2"'$ Q,� -&�&'$ '+ &+ !'2,$ tR� �-&� &+ 2-&W'2'+! /#T&$#V '+ /#2'+$#-+
Q'T' !#W'R d S .?'B,�'$$#-+ �$02,!-!#%&' /' C(t) '$! [

C(t) = (4πDt)d/2W d−3 QyC�R
�-&� .'$ !'2,$  -&�!$S  '!!' ,�-I�I#.#!" /-#! $?�++&.'� �W' &+ !'2,$  ��� !"�#$!#%&' τe [
-+ !#'+!  '! "."2'+! '+  -2,!' '+ 2&.!#,.#�+! ��I#!��#�'2'+! .?'B,�'$$#-+ ,�" "/'+!' ,��
1 − exp(t/τe)

� �# -+ � /' ,.&$ [
〈

exp

(

2iπ
Φ(t)

Φ0

)〉

= exp
(

− t

τB

) Qy�GR
-+ -I!#'+! .?'B,�'$$#-+ $&#W�+!' ,-&� d = 1


� 
� 
� [

δG(B, T ) = − e2

πh̄L





(

1

Dτφ
+

1

DτB

)−1/2

−
(

1

Dτφ
+

1

DτB
+

1

Dτe

)−1/2




Qy�yR

��� 	
� 	�����
� ������
��
�
�� �������
� ���� �
� ������ ����
�
���
�� � τe � τφ
! �
 ��� ��
�� 
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��� ���� �� �
�����
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� ��
�
�
����� �������
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�
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le � W � Lφ
�� �
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 ��
 W = 0 
�� ��
� 1

� �
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�
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*' V� !'&� τB  -+!#'+! !-&!' .� /",'+/�+ ' '+  4�2, 2�U+"!#%&' [ #. �'�1!' .?�!!"+&�!#-+
/' .?#+!'�V"�'+ ' /'$ !���' !-#�'$ ".' !�-+#%&'$ /",4�$"'$ ,�� .'  4�2, 2�U+"!#%&'� �. '$!
/-+ #+'B#$!�+! '+  4�2, +&.S '! V�#! /#$,����!�' .�  -��' !#-+ /' .- �.#$�!#-+ V�#I.' '+
 4�2, V-�!S $-#! [

lim
B→0

1

DτB
= 0 et lim

B→±∞

∣

∣

∣

∣

1

DτB

∣

∣

∣

∣

= +∞ Qy�)R
�-!-+$ δφ .� ,4�$' � %&#$' ,�� &+ ".' !�-+ '+!�' /'&B  4- $� ��+$ .'  �$ /& 2"!�.

QW � le
RS '..' '$! /' .?-�/�' /' [

δφ ≈ 2π
Bl2e
Φ0

=

(

le
lm

)2

� 1 Qy�(R
F+ 'T'!S ,-&� le ≈ 100� #. V�&! �!!'#+/�' &+  4�2, /' 40$ ,-&� 2'!!�' &+ Φ0

/�+$ l2e �*?#+ �"2'+! /' ,4�$' '+!�' /'&B  4- $ "!�+! ,'!#! '! �."�!-#�'S -+ ,'&! &!#.#$'� .?�,,�-B#J2�!#-+ U�&$$#'++' ,-&�  �. &.'� .� 2-0'++' /"$#�"'S $-#! [
〈

exp

(

2iπ
Φ(t)

Φ0

)〉

= exp−1

2

〈

(

2π
Φ

Φ0

)2
〉

Qy�HR
�' #  -+/&#! ,-&� &+ 2"!�. X [

DτB = 3l4m/W
2 ∝ B−2 Qy�@R

-� lm '$! .� .-+U&'&� 2�U+"!#%&' /-++"' ,�� [

m =

√

h̄

eB
Qy�3R

�'!!' .-+U&'&� '$! !'..' %&' .'  4�2, 2�U+"!#%&'  �"' &+ �&B Φ0

X !��W'�$ .� $&�V� '
2πl2m

�
��+$ .'  �$ /?&+ $'2#J -+/& !'&� ,-&� .'%&'. W < le

S .?#+ �"2'+! /' ,4�$' '$! /-++"
,�� [

δφ ≈ 2π
BWle

Φ0

=
Wle
l2m

Qy�5R
F+  4�2, V�#I.' Q -��'$,-+/�+! X

Wle � l2m
S $-#! &+  4�2, !'. %&' .' �&B X !��W'�$

&+' $&�V� ' /' .?-�/�' /' Wle
$-#! ,'!#! /'W�+! Φ0

R -+ �'!�-&W' .'  �$ /& 2"!�. �W' &+'
.��U'&� �'+-�2�.#$"' [

DτB =
C1

2

lel
4
m

W 3
∝ B−2 Qy�CR

-� .� W�.'&� /' .�  -+$!�+!' C1
/",'+/ /& V�#! %&' .'$ �"�'B#-+$ /'$ ".' !�-+$ $&� .'$ I-�/$

/& ^.$ $-+! $," &.�#�'$ QC1 = 9.5R -& +-+ QC1 = 4πR� �. 'B#$!'  ','+/�+! &+ �&!�' �"U#2'
/'  4�2, Q -��'$,-+/�+! X

Wle � l2m
S $-#! BWle � Φ0

R ,-&� .'%&'. .'$ ".' !�-+$ $-+!
+-!�I.'2'+! /",4�$"$ '+!�' /'&B  4- $� ]+ � �.-�$ �C)� [

DτB =
C2

2

l2e l
2
m

W 2
∝ |B|−1 Qy��R

-� C2 = 24/5 ,-&� /'$  4- $ $,' &.�#�'$ $&� .'$ I-�/$ '! C2 = 3 $#+-+� *' ,�$$�U'
/?&+ �"U#2' /'  4�2, X .?�&!�' $' V�#! ,-&� &+  4�2, !'. %&' 2

m ≈ Wle
� F+ "U�.�+! .'$

'B,�'$$#-+$ /' τB '+  4�2, V�#I.' '! V-�!S -+ -I!#'+! &+  4�2,  ��� !"�#$!#%&' /' [
Bc =

C1

C2

h̄

e

1

Wle

Q)GGR
$-#! 13� ,-&� Wle = 1µm2 '! /'$ �"�'B#-+$ $," &.�#�'$�
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���� Hy # �	�
��� �� �����
	
����
���� � 	�� �������� �� ��� � �� �� �	�����
 100µ��� ��
������� ��� � ��� 	�
���� ��
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���
� � 	��� ��
�
	�	��
�	� GaAs/GaAlAs 	�
 ���
��
���
 �	������ �� ��� ��� �� ���
� �

W = 0.88µ��W = 0.5µ�
�
W = 0.3µ�� ��� ��
�
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���� H) # �������� � 	����
����
� �� ������ ������ �
 �	

 �	�
 ��� � �� �� ��
���
 0.1µ��
 0.41µ� ��	�
 �� ��
���
� �� ��

�� �� ����� ������ ��
 �	�

�� �� ����
�� �� �	
�
�	�
��� � �
 ��� � �	

���	�� 
�����
������
 �� ����� ������ �
 �	

�

]+ +?� # # "W-%&" %&' .'$  -��' !#-+$ /' .- �.#$�!#-+ V�#I.' & #. V�&! "U�.'2'+! !'+#�
 -2,!' /'$ #+!'�� !#-+$ ".' !�-+J".' !�-+� *'&� ,�'2#'� 'T'! '$! /?#+!�-/&#�' /'$ 2" �J
+#$2'$ #+".�$!#%&'$S  ' %&# '$! ,�#$ '+  -2,!' /�+$ .'  �. &. /' Lφ

'! $' !��/&#! ,�� &+'
 '�!�#+' /",'+/�+ ' '+ !'2,"��!&�' [ /�+$ .'  �$ &+#/#2'$#-++'.S .� .-+U&'&� /'  -4"�'+ '
/' ,4�$' '$! /-++"' ,�� �CHS C@� [

Lφ(T ) =

(

DG0Lh̄
2

2e2kT

)1/3

=

(

D2m∗W

2πkT

)1/3 Q)GyR
"+ �&!�' 'T'! ,�-W#'+! /' .� ,��!#' %&�$#J".�$!#%&' /'$ #+!'�� !#-+$ [ .'$ /#T&$#-+$ �W' 
&+ V�#I.' !��+$V'�! /' 2-2'+!� F..'$ $-+! �'$,-+$�I.'$ /?&+'  -��' !#-+ X .�  -+/& !�+ '
#+/",'+/�+!' /&  4�2, 2�U+"!#%&' '! /-++"' ,�� �CH� [

δGi(T ) = − e2

πh̄L
g1D

√

h̄D

2T
Q)G)R

C@



���� H( # ��	��
�	� ��
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�
 δGi
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����
�
�
�� ��� �����
� ��
Lφ
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��	
����� �� � 	��� ��� ������� �	�
������� ��� �	
�
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���� �
 ���� �	

���	����
 ��� � �� �� ��
���
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������ 0.41µ�� 0.2µ� �
 0.1µ�� ��� �	��
�
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�� ���� ��
 �� ���
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	�
� �	

���	����
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�
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� �� ����� �	

�

-� g1D
'$! &+'  -+$!�+!' �$$- #"' X .?#+!'�� !#-+� �'!!' V-�2&.' '$! W�.�I.' 
� !�+! %&' .�

.-+U&'&� !4'�2#%&' lT /"^+#' ,�� [

lT =

√

h̄D

T
Q)G(R

'$! $&,"�#'&�' X
W

�
�-&$ �W-+$ "!&/#" .� 2�U+"!-�"$#$!�+ ' /' !�-#$ $"�#'$ /' ^.$ /' .��U'&� QU��W"'R /#VJV"�'+!' [ 0.3µ

2S 0.5µ
2 '! 0.88µ

2� *'$ �"$&.!�!$ -I!'+&$ $-+! ,�"$'+!"$ $&� .� ^U&�' Hy�
�4�%&' $"�#'  -2,�'+/ /#B ^.$ '+ ,���..1.'S  4�%&' ^. �0�+! &+' .-+U&'&� /' 100µ

2� ���
 ' I#�#$ -+ 'T' !&' &+' 2-0'++' %&# � ,-&� I&! /' /#2#+&'� .?�2,.#!&/' /'$ �& !&�!#-+$
/'  -+/& !�+ ' '! /' �'+/�' �#+$# W#$#I.' .� .- �.#$�!#-+ V�#I.' Q-+ W-#! %&' .'$ �& !&�!#-+$
/'  -+/& !�+ ' $-+! +"�+2-#+$ W#$#I.'$ X I�$$' !'2,"��!&�' $&� .'$ ^.$ .��U'$S W-#� ^U&�'
��� 	� ��������� lT � W 
�� �
��
 �
 ��������
����������! �� 
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 ��
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� ���
���������

C3



HyR� ]+ +-!' $&� .'$  -&�I'$ /' .� ^U&�' Hy &+  4�+U'2'+! /'  -2,-�!'2'+! '+ V-+ !#-+
/&  4�2, 2�U+"!#%&' Q#+/#%&" ,�� &+' �1 4'RS %&#  -��'$,-+/ �&B �"U#2'$ I�$  4�2,
'! 4�&!  4�2, ,�" "/'22'+! /" �#!$� ]+  4'� 4'S ,-&�  4�%&' !'2,"��!&�'S .'$ W�.'&�$
/' W S Lφ

'! δGi
!'.$ %&' .�  -&�I' !4"-�#%&' $?��&$!' .' 2#'&B ,-$$#I.' $&� .�  -&�I'

'B,"�#2'+!�.' [  ' # '$! V�#! ,�� .� !' 4+#%&' /'$ 2-#+/�'$  ���"$S $",��"2'+! ,-&� .'$ I�$
 4�2,$ '! .'$ 4�&!$  4�2,$� "+ 'B'2,.' /?&+ !'. ��&$!'2'+! '$! ,�"$'+!" $&� .� ^U&�'
H)� A ,��!#� /' .?'+$'2I.' /'  '$  -&�I'$S -+ ,'&! �'2-+!'� X

W '! X .� /",'+/�+ ' '+
!'2,"��!&�' /' Lφ

'! δGi
S ,�"$'+!"'$ $&� .� ^U&�' H(� �-&$ -2'!!�-+$ # # .� /#$ &$$#-+ /'$

/#� &.!"$ �'+ -+!�"'$ '! /' .?'+$'2I.' /'$ �"$&.!�!$ -I!'+&$ Q,-&� /' ,.&$ �2,.'$ /"!�#.$S
$' �"V"�'� X �C3S C5�R� FW-%&-+$ $#2,.'2'+! .' V�#! %&' .'$ ��&$!'2'+!$ !4"-�#%&'$ /�+$ .'$
�"U#2'$ /'  4�2, V�#I.' '! V-�! Q�'$,' !#W'2'+! �*%� '! ��%� $&� .'$ ^U&�'$ H) '! H(R
+'  -+/&#$'+! ,�$ �&B 2Y2'$ W�.'&�$ /'$ ,���21!�'$  4'� 4"$ QW-#� .� ^U&�' H(R� �-!-+$
"U�.'2'+! &+ ,'!#! 'T'! /'  4�&T�U' %&# $' !��/&#! $&� .� ^U&�' H( ,�� &+ /" �.�U' /' .�
!'2,"��!&�' /' 70

2��
�-&�  ' %&#  -+ '�+' .' ^. /' 0.5µ

2S %&#  -��'$,-+/ X .� .��U'&� /'$ �++'�&B #$-."$
"!&/#"$S $� .��U'&� �"'..' '$! /' 0.2µ

2 '! .' .#I�' ,�� -&�$ 2-0'+ ".�$!#%&' W�&! le = 3µ
2

 ' %&#  -��'$,-+/ X
M = 17  �+�&BS $-#! Meff = 4  �+�&B 'T' !#V$� *� .-+U&'&� /'

 -4"�'+ ' /' ,4�$' W��#' I#'+  -22' T−1/3 S  -22' -+ ,'&! .' W-#� $&� .� ^U&�' H(S '!
W�&! Lφ = 7µ

2 X
T = 50

2�� �' # ^B' .�  #� -+V"�'+ ' 2�B#2�.' /'$ �++'�&B�
]+ � �#+$# I-& ." .?'+$'2I.' /'$ ,���21!�'$ X /"!'�2#+'� [ le S D '! Ec

$' /"/&#$'+!
�#$"2'+! /'$ �"$&.!�!$ -I!'+&$�

� ��� ��

� ����
� ��
EcA ,��!#� /'$ /-++"'$ #$$&'$ /'$ 'B,"�#'+ '$ /" �#!'$ ,�" "/'22'+!S -+ ,'&! /"/&#�'

.?"+'�U#' /'  -��".�!#-+ /'$ �++'�&B Ec = hD/L2 QL '$! # # .� .-+U&'&� /' .?�++'�&R� ]+
,'&! �W-#� �  1$ /#�' !'2'+! X  '!!' 2'$&�' ,�� &+ �&!�' I#�#$ [ .?"!&/' /' .?'T'! A4��-+-WJE-42 '! /'$ �& !&�!#-+$ /'  -+/& !�+ ' $&� &+ �++'�& Q -++' !"S 2�#$ #/'+!#%&' �&B
�&!�'$RS /-+! .?�2,.#!&/' /",'+/ /' .� !'2,"��!&�' �W' &+' " 4'..'  ��� !"�#$!#%&' %&# '$!�&$!'2'+!Ec

� ]+ !�-&W'�� $&� .� ^U&�' HH &+' ,4-!-U��,4#' /?&+ �++'�&  -++' !" -I!'+&'
,�� 2# �-$ -,#' ".' !�-+#%&'S '! &+' $"�#' /'  -&�I'$ /' 2�U+"!-�"$#$!�+ ' 'T' !&"' $&�
 '! �++'�& X /#T"�'+!'$ !'2,"��!&�'$ $&� .� ^U&�' H@� ]+ -I$'�W'  .�#�'2'+! $&� .� ^U&�'
H3 .'$ ,# $  -��'$,-+/�+! �&B -$ #..�!#-+$ /' ,"�#-/' h/e '! h/2e $&� .� !��+$V-�2"' /'%-&�#'� /' ,&#$$�+ ' /' .�  -&�I' /' 2�U+"!-�"$#$!�+ ' X I�$$' !'2,"��!&�'� F+ "!&/#�+!
.� /",'+/�+ ' '+ !'2,"��!&�' Q,�"$'+!"' '+ #+$'! /' .� ^U&�' H3R /' /' .?�2,.#!&/' /'$
-$ #..�!#-+$ '+ h/e '! h/2e Q#�'� /' .� $&�V� ' /'  4� &+ /'$ ,# $ /' .� ^U&�' H3R -+ ,'&!
/"/&#�' .� W�.'&� /' Ec

[ .?�2,.#!&/' /' .?-$ #..�!#-+ '+ h/e $�!&�' ,-&� T < Ec
Q,-&�

.?-$ #..�!#-+ /' ,"�#-/' h/2e .?"+'�U#'  ��� !"�#$!#%&' '$! Ec/2
R '! /" �-�!  -22' T−1/2 X

,.&$ 4�&!' !'2,"��!&�'�yH� � ]+ -I!#'+! ,��  -+$"%&'+! &+' W�.'&� /' Ec = 200
2�� *�

/" �-#$$�+ ' '+ T−1/2  -��'$,-+/ �&  �$ LT < L < Lφ
[ .�  -+/& !�+ ' '$! /"!'�2#+"' ,��

.'$ ,�-,�#"!"$ $,' !��.'$ /' .?�++'�& $&� &+' ,.�U' /?"+'�U#' T �&!-&� /& +#W'�& /' %'�2#�
]� .'$ /",'+/�+ '$ '+ �&B $-+!  -��"."'$ $&� &+' !��+ 4' /?"+'�U#' Ec

'! /" -��"."'$
�&J/'.X� ���  -+$"%&'+!S ,-&� T > Ec

Q#�'� L < LT
R .'$ -$ #..�!#-+$ /'  -+/& !�+ '

$-+! /"!'�2#+"'$ ,�� T/Ec
!��+ 4'$ /?"+'�U#' /" -��"."'$ �� Q'! /-+ %&#  -+/&#$'+! X

/'$ -$ #..�!#-+$ �W' /'$ ,4�$'$ /" -��"."'$R [ .?�2,.#!&/' /'$ -$ #..�!#-+$ /'  -+/& !�+ '
����� �
�����
�� ��
! ����
 ���� ������� �������� �� ���
���
 �! �
� �� ��
�� �
 ���

����
 
��

�� ������ �� ������� ��
���
�

C5



���� HH # ��	
	�
����� � 	�� ������ ��
8µ�

�� ��
���

� �
��� ���� ��� ��
�
	�	��
�	�
GaAs/GaAlAs� 	�
���� ��
 ���
	��	��� ����

	������

/#2#+&' �.-�$  -22' .?#+W'�$' /' .� �� #+'  ���"' /& +-2I�' /'  '$ !��+ 4'$S $-#!  -22'
(T/Ec)

−1/2
�

��� ����� �� 
�������
� �������

	�����������
��>�� <
� ���
9� <
� 8��9

�-22' -+ .?� ,�"$'+!" .-�$ /' .?'B,-$" /& ,�#+ #,' /' /"!' !#-+S .?�U'+ '2'+! #/"�.
/'$ �++'�&B ,�� ��,,-�! �& �"$-+�!'&� I#^.�#�'  -��'$,-+/ X .� ^U&�' )�� ��+$  '!!'
 -+^U&��!#-+ !-&$ .'$ �++'�&B �-&'+! &+ ��.' "%&#W�.'+!S  4� &+ W-0�+! .' 2Y2'  4�2,
$!�!#%&' '! .' 2Y2'  4�2, -$ #..�+!� ]�  ' # +" '$$#!' .� V�I�# �!#-+ /' .� .#U+' $&� .?4"!"J
�-�-+ !#-+ /�+$ .�%&'..' -+! "!" �& ,�"�.�I.' U��W"$ .'$ �++'�&B� �. V�&/��#! /-+ /",-$'�
$&�  '&BJ # &+'  -& 4' /' +#-I#&2S ,&#$ W'+#� /",-$'� ,�� .#V!J-T &+ 2�$%&' '+ �.&2#+#&2
�.-�$ %&' .'$ �++'�&B $-+!  � 4"$� �' ,.&$ #. V�&/��#! ,-&W-#� ���Y!'� .� U��W&�' #-+#%&'
�"� !#W' �&$!' �& 2-2'+! -� .' GaAs �,,����!S '+ $&,,-$�+! %&' .� ��F $' V�$$' /' 2�J
+#1�' 4-2-U1+' $&� !-&! .' 
�V'� ��� ]+ W-#! I#'+ %&'  ?'$! 2�+#V'$!'2'+! #��"�.#$�I.'� �.V�&! /-+ /#$,-$'� /' /'&B $&I$!��!$ [ .?&+ '+ $�,4#� $&,,-�!�+! .� .#U+'S .?�&!�' "!�+! .'
GaAs �W' .?4"!"�-�-+ !#-+S '! W'+#� .'$ $&,'�,-$'�� *' �"$&.!�! '$! ,�"$'+!" $&� .� ^U&�'
H5� *' ,�-I.12' /' .?�.#U+'2'+! /'$ /'&B '$! /".# �!S 2�#$ ,'&!JY!�' $-.&I.' U�Z ' X .�
!��+$,��'+ ' /& $�,4#�� �','+/�+! .� ,.�+"#!" /'$ $&I$!��!$ +?'$! W��#$'2I.�I.'2'+! ,�$
2'#..'&�' %&' .' 2# �-+S '! !-&!' ,-&$$#1�' #+!'� �."' '+!�' .'$ /'&B ,.�+$ W#'+! #+!'�/#�'
.� ,-$$#I#.#!" ,-&� .'$ �++'�&B /?Y!�' /�+$ .� 2Y2'  -+^U&��!#-+ /'  4�2,�
�. V�&! /-+ �'+-+ '� �& V�#! %&' .'$ �++'�&B �-&'+! !-&$ .' 2Y2' ��.'� $-&! /?�I-�/

 4� &+ /?'+!�' '&B '$! $-&2#$ X &+ �&B �% /#T"�'+!� *� �",-+$' /' .?'+$'2I.' /'$ �++'�&B
'$! &+' 2-0'++' $&� δΦRF

S 2�#$  ' # '$! $�+$  -+$"%&'+ ' !�+! %&' .?-+ $?#+!"�'$$' X .�

��	��� ������
� '+ δΦRF

[  4�%&' �++'�& �",-+/ ,�-,-�!#-++'..'2'+! �& �&B �% �&%&'.
#. '$! $-&2#$S 2�#$ !-&!'$ .'$ �",-+$'$ $-+! '+ ,4�$'$� A&!�'2'+! /#! .� 2&!&'..' /?&+

CC



���� H@ # �������
�	�� �� ���
	�	� �
 �	�� �� �� �����
	
����
���� � 	�� ������ ��

�
��

8µ�
�� ��
���

� �
��� ���� ��� ��
�
	�	��
�	�GaAs/GaAlAs� �	�
 ��� �
��
�� 
���

��
�
�
��� ��� 	������
�	�� ���
�� �
 �� �	����
�	� �� � 	�����
��� ��� 	������
�	�� 
������
�	�
 ���� 
 �� �
������ �����
��
�	�� �� �	����
����� �� ���������� �� 
����
�
�
� ���
	������
�	�� �� ���
	�	���	�� �
 ��� ���
��
�	�� �� �	����
���� �	�� 
�������� ��
 Ec

�

�++'�& �W' .� .#U+' +?'$! ,�$ &+#V-�2'S '! .?-+ � [

δZ1 = δR+ iωδL = ω2

Na
∑

i=1

M2
i Gi

Q)GHR
�-22' .�  -+/& !�+ ' Gi

/' .?�++'�& i '! $� 2&!&'..' Mi
�W' .� .#U+' $-+! �I$-.&2'+!

/" -��'."'$S -+ � [
δZ1 = Na

〈

M2
i

〉

〈G〉 Q)G@R
*' $'&. 'T'! /' .� /#$,��#!" /' .� 2&!&'..' '$! /' .� �'+-�2�.#$'� '+ $� W�.'&� !0,#%&'
Mtyp =

√

〈M2
i 〉

� �-&� 2�B#2#$'� .� W�.'&� /' Mtyp
-+ �&�� #+!"�Y! X ,.�%&'� .'$ �++'�&B

.' ,.&$ ,�1$ ,-$$#I.' /' .� .#U+'�
]+ � $&,,-$"  # /'$$&$ %&' .' �&B $!�!#%&' '+$'��" ,��  4�%&' �++'�& "!�#! .' 2Y2'�

]� .� ,�"$'+ ' /'$ ^.$ $&,�� -+/& !'&�$ � ,-&� 'T'! /' 2-/#^'� .�  -+^U&��!#-+ .- �.'
/'$ .#U+'$ /'  4�2, $!�!#%&'S ,�� 'T'! �'#$+'�� A#+$# '+ $&,,-$�+! %&' .?'B .&$#-+ '$!

C�



���� H3 # �
����	
��� �� �	�
��
 �� ��������� �� ������ �� �����
	
����
���� 
 50�
��

�� 	���
�� ��

����
 ��� ���� �	

���	����
 ��� ��
�	��� h/e
�
 h/2e � ����
 � ��	��
�	��� � 	�����
��� ��� 	������
�	�� �� h/e

�
 h/2e
�� �	��
�	� �� �� 
����
�
�
�� �� 	���
��

��� ��
�
�
�	� �	�
 T < Ec

�
 ��� ���
	������� �� T−1/2 
 ���
� 
����
�
�
��

,��V�#!'S .'  4�2, '+!�' /'&B .#U+'$ W�&!J#. 4/3 /&  4�2, �,,.#%&"� ���  -+$"%&'+!S $#
.'  4�2, $!�!#%&' '$! !�-, /#$!�#I&" �& +#W'�& /'$ �++'�&BS -+ +' 2'$&�' ,.&$ %&' .�
2-0'++' $&� .' �&B /' .�  -+/& !�+ '  -2,.'B'S ,'�/�+! �#+$# .� ,"�#-/# #!" '+ �&BS %&#
'$! +-!�'  �#!1�' 2��'&� ,-&� .� /#$ �#2#+�!#-+ /& $#U+�. ,�� ��,,-�! X !-&! �&!�' $#U+�.
,���$#!'� �. #2,-�!' /-+ %&' .'$ �++'�&B +' $-#'+! ,�$ !�-, ,�1$ /' .� .#U+'� �. V�&! /-+ 
!�-&W'� &+  -2,�-2#$ '+!�' .� /" �-#$$�+ ' /&  4�2, �% .-�$%&?-+ $?".-#U+' /' .� .#U+'
'! .?#+4-2-U"+"#!" /&  4�2, $!�!#%&' .-�$%&' .?-+ $?'+ �,,�- 4'�

��>�6 �������
���: �� 9
 ����
:�� ��������8����
:��99�:
*' I&! ,-&�$&#W# '$! /' /"!'�2#+'� .� /#$!�+ ' 2#+#2�.' X ,��!#� /' .�%&'..' .?#+4-J2-U"+"#!" /&  4�2, 2�U+"!#%&' $!�!#%&' '$! �  ',!�I.'� ]� .'$ �++'�&B '&BJ2Y2'$ +'

$-+! U"-2"!�#%&'2'+! ,�$ !-&$ #/'+!#%&'$S 2�#$ .'&� $&�V� ' '$! /#$!�#I&"'S �0�+! &+'
�& !&�!#-+ /' .?-�/�' /' 10� /&' X .?#2,�" #$#-+ /' .� .#!4-U��,4#' ".' !�-+#%&'� ]+ +'
 4'� 4'�� /-+ ,�$ &+' 4-2-U"+"#!" 2'#..'&�' %&' 10�� ]+ +'  4'� 4'�� /-+ ,�$ +-+

�G



���� H5 # ��	
	�
����� �� �� ����� 
��	���
� ��
 �����
 �	��� ��
 ��� ������� �
���� ����
� 	��
�
	�	��
�	� GaAs/GaAlAs� 	�
���� ��
 ���
	��	��� 	
����� ����� ���������
 �	�
�
� �� ��
���

,.&$ X V�#�' .'  �. &. /&  4�2, /"2�U+"!#$�+! �W' &+' !�1$ U��+/' ,�" #$#-+S 2�#$ -+ $'
 -+!'+!'�� /?&+ 2-/1.' $#2,.'�

� ������ ������ �� ����� �������
����

A^+ /'  �. &.'� .'  4�2, 2�U+"!#%&' �& /'$$&$ /' .� .#U+'S -+ W� &!#.#$'� .?�+�.-U#'

".' !�-$!�!#%&' [ -+  4'� 4' �.-�$ %&'. '$! .'  4�2, ".' !�-$!�!#%&' �&,�1$ /?&+  -+/& !'&�
Q.� .#U+'S  -+$#/"�"' # #  -22' "!�+! &+ 2"!�. ,��V�#!R ,-.��#$" ,�� &+  4�2, ".' !�#%&'
'B!"�#'&� &+#V-�2'� �' # '$! W�.�I.' !�+! %&' .?-+ +' $?#+!"�'$$' ,�$ X /'$ /#$!�+ '$ ,.&$
,'!#!'$ %&' .� .-+U&'&� /' ,"+"!��!#-+ /' *-+/-+S /' .?-�/�' /' 1000� ,-&� .' +#-I#&2�
�' ,.&$S �& .#'& /'  �. &.'� /' 2�+#1�' �&!-J -4"�'+!' .� /#$!�#I&!#-+ /'  4��U' $&� .'
 -+/& !'&�S -+ W� $&,,-$'� %&?'..' '$! &+#V-�2'S '! .?��&$!'� /' 2�+#1�' X �++&.'� .'  4�2,
�&  '+!�' /& ^.� F+^+ -+ +' !#'+/�� ,�$  -2,!' /'$ 'T'!$ /' I-�/S  -+$#/"��+! .' ,�-I.12'
/?&+' #+^+#!" /' ^.$ �' !�+U&.�#�'$ ,���..1.'$ #+^+#2'+! .-+U$S /' .��U'&� 2µ

2S /?",�#$$'&�
1µ

2 '! $",��"$ .'$ &+$ /'$ �&!�'$ /' 4µ
2� *' ,�-I.12'  -+$#/"�" '$! /-+ #+W��#�+! ,��

!��+$.�!#-+ .' .-+U /'$ ^.$S '! ,"�#-/#%&' /' ,"�#-/' 6µ
2 -�!4-U-+�.'2'+! �&B ^.$ '!

/�+$ .' ,.�+ /' .� .#U+'� F+ &!#.#$�+! .� ,"�#-/# #!" ,-&� /" -2,-$'� .� /#$!�#I&!#-+ /'
 4��U' '+ $"�#' /' %-&�#'�S -+ ,'&! �#$"2'+!  �. &.'� .'  4�2, ".' !�#%&' �& /'$$&$ /'
.� .#U+'� A U��+/' /#$!�+ ' /& ,.�+ /' .� .#U+'S -+ ,'&! $'  -+!'+!'� /' .� ,�'2#1�'
4��2-+#%&' /'  '!!' /#$!�#I&!#-+ [ .'  4�2, /" �-�! �.-�$ 'B,-+'+!#'..'2'+! �W' &+'
.-+U&'&�  ��� !"�#$!#%&' /-++" ,�� .� ,"�#-/' /' .� /#$!�#I&!#-+ Q6µ2R /#W#$"' ,�� π �F+ 'T' !&�+!  -2,.1!'2'+! .'  �. &.S -+ !�-&W' %&' .� /#$!�+ ' 2#+#2�.' '$! /' .?-�/�'

�y



/' 2µ
2�
� ����
�
�	� ��
��
��
������
���	� ��

2µ�A^+ /' ^B'� .� /#$!�+ ' '+!�' .� .#U+' '! .?' 4�+!#..-+ /?�++'�&B X '+W#�-+ 2µ
2S #.

 -+W#'+! /?#+!'� �.'� '+!�' .'$ /'&B &+ 2�!"�#�& /-+! .'$  ��� !"�#$!#%&'$ �% X I�$$'
!'2,"��!&�' $-#'+! 'B '..'+!'$� �-&�  '.�S +-&$ #+!'� �.-+$ &+ ^.2 /' 20.�� /?",�#$$'&�
W-&.&' Q1.2µ2RS '! /'  -..'� .?'+$'2I.' $&� .'$ I-�/$ ,�� /& ���A� *� /#� &.!" /'  '
,�- "/" �"$#/' /�+$ .?-I!'+!#-+ /?&+ ^.2 +-+ V�#,,"S 2�#$ $� !'+&' 2" �+#%&' '$! I-++'�

��>�� 	� ��
�� �
�:������ 8

�::�
]+ W& %&' .?4-2-U"+"#!" /&  4�2, 2�U+"!#%&' $!�!#%&' #2,.#%&' %&?#. V�&! .�#$$'� �&

2-#+$ 2µ
2 '+!�' .' /"!' !'&� '! .?" 4�+!#..-+� ]�S  -22' -+ .?� /"�X $-&.#U+"S .� U"-2"!�#'

/' +-!�' �"$-+�!'&� '$! !'..' %&' .'  4�2, ��0-++" '$!  -+^+" ,�- 4' /' .� $&�V� ' /' .�
.#U+'� �.  -+W#'+! /-+ /?'$!#2'� .� W�.'&� /&  4�2, 2�U+"!#%&' ��0-++" X &+' /#$!�+ '
/?'+W#�-+ 2µ

2 �& /'$$&$ /' .� .#U+'� �-&�  '.� -+ W� 2-/".#$'� .� .#U+'  -22' $&#! [ -+
.� $&,,-$' ,�� -&�&' ,�� &+  -&��+! $&�V� #%&'  -+$!�+!S '! -+ +"U.#U' .'$ 'T'!$ /' I-�/�
�'  �. &. '$! !�1$ ,�- 4' /'  '.&# %&# +-&$ �  -+/&#! �&  4�2, /"2�U+"!#$�+!� � # �&$$#S
$# .?-+ $?'+ !#'+! X .� ,�'2#1�' 4��2-+#%&' /&  4�2, ��0-++"S -+ -I!#'+! &+' /" �-#$J
$�+ ' 'B,-+'+!#'..' �W' &+' .-+U&'&�  ��� !"�#$!#%&' %&# '$! /-++" ,�� .� ,"�#-/# #!" /&
,�-I.12' /#W#$"' ,�� π � �','+/�+!S .� ,"�#-/# #!" /'$  -&��+!$ +?'$! ,�$ /' 6µ

2 2�#$ /'
12µ

2 ,&#$%&' /'&B ^.$ �/�� '+!$ $-+! ,�� -&�&$ ,�� /'$  -&��+!$ -,,-$"$� �. '+ �"$&.!'
%&'S $# .'  4�2, /"2�U+"!#$�+! '$! /"�X I#'+ �T' !" X

2µ
2S #. +?'+ '$! �#'+ /&  4�2,

��0-++"� ]+ ,'&! /' ,.&$ '$!#2'� .� W�.'&� /' .� 2&!&'..' 2-0'++' '+!�' .� .#U+' '! .'$
�++'�&B $#!&"$ X

2µ
2 �& /'$$&$ /' .� .#U+' [ -+ !�-&W' Mtyp = 1.5 10−13�S #+V"�#'&�' X

 '..' '$!#2"' $#2,.'2'+!�

��>�> 	� ��
�� �9���8���� 8

�::�
]+ +' $?'$! �&$%&?# # #+!"�'$$" %&?�&  4�2, 2�U+"!#%&'  �"" ,�� .' �"$-+�!'&�� ]� X

 '  4�2, '$! I#'+J$�� �$$- #" &+  4�2, ".' !�#%&'� �-&� .?"W�.&'�S  �.&.-+$ .� !'+$#-+
,�"$'+!' '+!�' .'$ /'&B ^.$ /' .� .#U+' X .� �"$-+�+ '� ]+ &!#.#$' ,-&�  '.� %&' $# .� .#U+' �
&+' #2,"/�+ ' /' 50Ω

X .� �"$-+�+ 'S '..' �I$-�I' #+!"U��.'2'+! .� ,&#$$�+ ' "2#$' PG,�� .' U"+"��!'&�� ]+ � /-+ [
PG =

1

2
Q2RI2 =

1

2
CV 2ω0

Q
Q)G3R

A#+$# ,-&� &+' ,&#$$�+ ' V-&�+#' /' 1+� Q−60/ERS &+ Q /' 80000 '! &+'  �,� #!" C =
20,%S -+ !�-&W' &+' /#T"�'+ ' /' !'+$#-+ V = 60

2� '+!�' .'$ ^.$ /' .� .#U+'S $-#! &+
 4�2, ".' !�#%&' �� /' 16��/2� A !#!�' /'  -2,���#$-+ .� V�'�2� #+/&#!' /�+$  4�%&'
�++'�& ,�� .' �&B -$ #..�+! W�&! e = 0.4µ

� � �. 0 � 4'&�'&$'2'+! &+' /#T"�'+ ' /' !�#..'
'+!�' .'  4�2, 'B!"�#'&� X .?�++'�& '! .'  4�2, ".' !�-2-!'&� #+/&#! [ .' ,�'2#'� '$!
�& 2-#+$ ,��!#'..'2'+! " ��+!" ,�� .'$ ".' !�-+$ /'  -+/& !#-+S �.-�$ %&' .' $' -+/ '$!
�"'..'2'+!  '.&# W& ,��  '&BJ #� F!�+! /-++" %&' .'$ " 4�+!#..-+$ %&' +-&$  -+$#/"�-+$
$-+!  -+/& !'&�$S .?" ��+!�U' /'W��#! 0 Y!�' !�1$ I-+ Q2Y2' X /'&B /#2'+$#-+$ �CC�R /'
��� 
� ��� �� ����
 ���
�� �������
! ��� �
 ��
�� 
�� ���
�
 �� 	��� ��
 �����
�� 
�� �� �
���� �
 ��

�� �
 
� ��� 
�� 
���
 �
� �
�� ����

�)



$-�!' %&' .'  4�2, ".' !�#%&' ��0-++" /'W��#! W��#$'2I.�I.'2'+! �W-#� &+' #+�&'+ ' V�#I.'
$&� .'$ �++'�&B� �' # +?�  ','+/�+! �#'+ /?"W#/'+! '! �'$!' X  -+^�2'�� �-&�  '.�S #. $'��#!
+" '$$�#�' /' I��+ 4'� &+'  �,� #!" '+ ,���..1.' �& �"$-+�!'&�S �^+ /' �"/&#�' .'  4�2,
".' !�#%&' /�+$  ' /'�+#'��

A^+ /' W"�#^'� %&' .� ,�"$'+ ' /' .?-+/' �% +' ,'�!&�I' ,�$ .'$ ,�-,�#"!"$ ".' !�-J
+#%&'$ /'$ �++'�&BS +-&$ �W-+$ 'T' !&" &+' 'B,"�#'+ ' /?'T'! A4��+-WJE-42 QX I�$$'V�"%&'+ 'R '+ ,�"$'+ ' /?&+' ��/#�!#-+ U�-$$#1�'2'+! "%&#W�.'+!' X  '..' ,�"$'+!' /�+$ .�
 -+^U&��!#-+ /' +-!�' /"!' !'&�� �-&$ +?�W-+$ ,�$ +-!" /?'T'! /' .� ,�"$'+ ' /' .?-+/'
$&� .� 2�U+"!-�"$#$!�+ ' /' .?�++'�&� A !�1$ V-�!' ,&#$$�+ 'S #. 0 � +"�+2-#+$ /'$ 'T'!$
/'  4�&T�U'�

F+^+ -+ ,'&! +-!'� %&?#. V�&! �,,.#%&'� &+  4�2, ".' !�#%&' $!�!#%&' I#'+ ,.&$ ".'W"
$&� &+ �++'�& ,-&� V�#�' /#$,����!�' .'$ -$ #..�!#-+$ /' A4��-+-WJE-42 �C���

��>�� 7�
9�::
�� � ����8� �� ��
�
�:������ ��
::�
�= ���8
��:������8�
A^+ /?"!�.-++'� .' /"!' !'&� %&' +-&$ �W-+$  -+�& /�+$ /'$  -+/#!#-+$ ,�- 4'$ /'

 '..'$ /' .� 2'$&�' 'T' !&"' $&� /'$ �++'�&B 2"$-$ -,#%&'$ #$-."$S +-&$ �W-+$ "!&/#"
.' /#�2�U+"!#$2' /?�++'�&B $&,�� -+/& !'&�$ /' 2Y2' !�#..' %&' .'$ �++'�&B 2"$-$ -J
,#%&'$ Q$-#! /'$  ���"$ /' 2µ

2 /'  �!" '! /' .��U'&� 0.5µ
2R '! /?",�#$$'&� 500�� ��+$ .�

2'$&�' -� .'&� ",�#$$'&� '! .'&� .��U'&� $-+! #+V"�#'&�'$ X .� .-+U&'&� /' *-+/-+ λ0(T ) '$ �++'�&B Q�& +-2I�' /' 105R ,�-/&#$'+! &+ $#U+�. �"� !#V ,�-,-�!#-++'. �& +-2I�' /'
,�#�'$  ' �--,'� nS(T ) ,-&� T < Tc

� �-&$ �W-+$  -22'+ "  '!!' "!&/' ,-&� /'$ �++'�&B
'+ !#!�+' /-+! .� !'2,"��!&�' /' !��+$#!#-+ Q300

2�R '$!  -2,�!#I.' �W' .?&!#.#$�!#-+ /?&+
 �0-$!�! X /#..&!#-+��','+/�+! .� �"� !#W#!" /& !#!�+' � ,�-W-%&" $-+ -B0/�!#-+ #22"/#�!'
/' $-�!' %&' +-&$ +?�W-+$ ,& -I$'�W'� �& &+ $#U+�.� �-&$ �W-+$ �","!"  '!!' 'B,"�#'+ '
�W' /' .?�.&2#+#&2� �� !'2,"��!&�'  �#!#%&' Q1.16

�R '$! ,'& V�W-��I.' X +-!�'  �0-$!�!
/-+! .� !'2,"��!&�' '$! !�1$ #+$!�I.' /�+$  '!!' U�22'� �-&$ �W-+$  ','+/�+! ,& -I$'�J
W'� .' $#U+�. �!!'+/&S ,�"$'+!" $&� .'$ ^U&�' HC '! H�� A^+ /?'+ 'B!��#�' .� $&$ ',!#I#.#!"
/'$ �++'�&BS #. '$! +" '$$�#�' $' $-&$!��#�' .' $#U+�. /& �"$-+�!'&�S  ' %&#  -+/&#! X .�
 -&�I' /' .� ^U&�' H�� �-&� .'  -2,�'+/�' #. $&�! /' �'.#'� .� $&$ ',!#I#.#!" /'$ �++'�&B X
.?"W-.&!#-+ '+ !'2,"��!&�' /' .� .-+U&'&� nS(T )

� *'  -&��+!  #� &.�+! /�+$  4�%&' �++'�&
'$! /-++" ,�� [

I = −nS(T )S
e2

m

Φ

L
Q)G5R

-� S '$! .� $' !#-+ !��+$W'�$' /' .?�++'�&� *� .-+U&'&� /?-+/' /' *-+/-+ '$! �'.#"' X
nS(T ) ,�� [

nS(T ) =
1

λ2
0

m

e2
1

µ0

Q)GCR
�&�+! X .� /",'+/�+ ' '+ !'2,"��!&�' /' λ0

S '..' '$! /-++"' ,�� [
λ0(T ) = λ0(0)(1 − t4)−1/2 avec t =

T

Tc

Q)G�R
F+ �"�.#!" .?�.&2#+#&2  -+$!#!&!#V /'$ �++'�&B  -+!#'+! /' +-2I�'&B /"V�&!$S /' $-�!' %&'
le < λ0

� *� .-+U&'&� /' *-+/-+ '$! �.-�$ �'+-�2�.#$"' '+ &+' .-+U&'&� 'T' !#W' /-++"'
,�� [

λeff = λ0

√

ξ

le

Q)yGR

�(



���� HC # �� �
 ��� ������� � 	��������� ��
 �� �
������� �� � 	��
�	����� 2
�� �� ������

�� ����

��� ��
 ������
� �
�� ��
Tc

� ��� ��
���� �	

���	����
 �� 
��	��
��
 
 ����� ��


��
 ����� �� 
��	��
��
 �� �
������ ��� ������� � 	����������

-� ξ = 1.6µ
2S λ0 = 157� '! le ≈ 100�� ]+ /"/&#! /'$ 'B,"�#'+ '$ �"�.#$"'$ &+' .-+U&'&�

/' *-+/-+ 'T' !#W' /' 5000� '+W#�-+S �.-�$ %&' .� W�.'&�  �. &."' X ,��!#� /'$ U��+/'&�$
/' .?�.&2#+#&2 '$! 2000�� �','+/�+! .' ��#$-++'2'+! 'T' !&"  #J/'$$&$ +?'$! W�.�I.' %&'
!�+! %&' .� .-+U&'&� /' ,"+"!��!#-+ /&  4�2, 2�U+"!#%&' '$! $&,"�#'&�' �&B /#2'+$#-+$
!��+$W'�$'$ /' .?�++'�&� �# .?-+ �W�#! λeff = 2000� -+ /'W��#! -I$'�W'� &+' $�!&��!#-+
/& /#�2�U+"!#$2' X I�$$' !'2,"��!&�'S  ' %&# +?���#W' ,�$ & .� W�.'&� /' 2000� '$! /-+ 
,�-I�I.'2'+! $-&$J'$!#2"'�

�'!!' 'B,"�#'+ ' ,'�2'! /?'$!#2'� .� $'+$#I#.#!" /' +-!�' /"!' !'&� [ #. '$!  �,�I.' /'
2'$&�'� &+' $&$ ',!#I#.#!" /' %&'.%&'$ 10−13emu.G−1 S '! /-+ ,.&$ ,'�V-�2�+! %&' .'$
2'#..'&�$ ��"��$  -22'� #�&B /' /'&B -�/�'$ /' U��+/'&��

��>�D 7���� ��
::�
�= �������:������8�
A.-�$ %&' +-&$ �W-+$ W"�#^" %&' .?��$'+#&�' /' U�..#&2 +?#+/&#$�#! ,�$ /' ,'�!'$ �%

X I�$$' !'2,"��!&�'S #. $?'$! �W"�" %&' .' $&I$!��! /�+$ .'%&'. "!�#'+! U��W"$ .'$ �++'�&B
-,,-$�#! &+' �I$-�,!#-+ ,���$#!'  -+$#/"��I.' �& ��0-++'2'+! /' .� .#U+'� �' # '$! /� �&V�#! %&' .� U��W&�' /' .?4"!"�-�-+ !#-+ +?'+.1W' ,�$ !-&$ .'$ ,-�!'&�$S 2�#$ %&?#. $&I$#$!'
&+'  -+/& !�+ ' ^+#' '+!�' " 4�+!#..-+$ #$-."$� �' # '$! ,'& UY+�+! ,-&� &+' 2'$&�' X
I�$$' V�"%&'+ ' !�+! %&' .?-+ $?#+!"�'$$' X /'$ " 4�+!#..-+$ ,'& �"$#$!#V$� F+ �'W�+ 4'  '!!'
 -+/& !#-+ ,����.1.' '$! $-&� ' /?&+' /#$$#,�!#-+ #2,-�!�+!' X 4�&!' V�"%&'+ '� �-&�
".#2#+'�  '! 'T'! #. � "!" +" '$$�#�' /?�  �-�!�' .� /&�"' /' .� U��W&�' /' 2�+#1�' X �!'�
!-&$ .'$ ".' !�-+$ %&# �W�#'+! " 4�,," X .� U��W&�' +-�2�.'S '! /?'T' !&'� &+' -B0/�!#-+

�H



���� H� # �� ���
 � ��	��
�	� �� �� �
������� �� �	������
�� �� �� ����� ���� ��� �������
� 	��������� ��� �
 
 ���� ���� �� ��� �
���� ��

� ��� �	�
��� �	��� ����� 
 λ0(T ) � ��
���
 �
����
 ��
 �� �	�
�� 
 ���� ��
 �� �� ���
 ��� ��� � �� � 	������ �� � 		��� �� �	�

��������� �� ��������� � �� ���
 �	

���	�� 
 ���
 

����
�	� ���
��	����

���� �� ��� �
������
�����
� 	
��
��� ��� 105

������� � 	���������� ��
�� �	��

��
�	� �� �� �	�
�� 

���� � ��

� ��
��
�	� �� �� �
������� �� 
��	����� ��
10��� �	

���	�� 
 ��� ������
�����
�


	
��� ��
2 10−9emuG−1 � �� �	�
�� �� 

��
 ����� �	

���	�� 
 �� ����
����
 �����
����

��
 � 	����
�	� ������

/' .� $&�V� ' X .?�#/' /?&+ ,.�$2� /?-B0U1+'� �' # �#$%&' I#'+J$�� /?�W-#� ,-&� 'T'! /'
/#2#+&'� .' .#I�' ,�� -&�$ 2-0'+ /'$ ".' !�-+$ /�+$ .'$ ^.$ U��W"$S �#+$# %&' /' 2-/#^'� .�
.��U'&� �"'..' /'$ ^.$� �. � /-+ "!" +" '$$�#�' /' �""!�.-++'� .� U��W&�' /�+$  '$  -+/#!#-+$
#+4�I#!&'..'$S '+ 'T' !&�+! /' +-&W'�& /'$ 'B,"�#'+ '$ /' !��+$,-�! X I�$$' !'2,"��!&�'�

A .?4'&�' � !&'..' .' V� !'&� /' %&�.#!" /' +-$ .#U+'$ '$! '+ -�' +-!�I.'2'+! �T' !"
,��  '!!' �I$-�,!#-+ ,���$#!' [ .'$ �"$&.!�!$ %&# $&#W'+! -+! "!" -I!'+&$ ,-&� Q = 1650

�
�'!!' .#2#!�!#-+ +-&$ #+!'�/#! ,-&� .?#+$!�+! /?'T' !&'� /'$ 2'$&�'$ $&� /'$ 4��2-+#%&'$
/& V-+/�2'+!�. Q(yG��\R� *'$ 2'$&�'$ -+! "!" 'T' !&"'$ $&� /'&B �"$-+�!'&�$ /#T"�'+!$S
 -+/&#$�+! �& 2Y2' �"$&.!�!� *'  4�2, 2�U+"!#%&' $!�!#%&' � "!" 2-/&." X (�\ �W' &+'

�@



���� @G # ��	��
�	� �� �� ��
���� �� �� �
������� �� 
��	����� �� �� ����� �� �	��
�	�
�� ����� �����
���� �
�
����� �� ������ 
������� ������
� ��	��
������ �	

���	�� �� ����
�����
���� �� ��	����� ��
 �� �� ����
�	���
 ��� 	������
�	�� �� ��
�	�� Φ0/2

���� ���
������� ���	��	������ ��� 

��
 ������� ��

� �	�
�� ��
 �	������ �� �	��� ����
 � 

����
�	
��� �� �	�
��
 �� ������ �� �
������ ��� ������� �	�
 ���� 
����
�
�
���

�2,.#!&/' /' y ��&$$S  ' %&# V�#! %&'  ' $-+! .'$ /"�#W"'$ /' .� V�"%&'+ ' /' �"$-+�+ ' f0'! /& V� !'&� /' %&�.#!" Q ,�� ��,,-�! �&  4�2, $!�!#%&' %&# $-+! 2'$&�"'$� ]+ W-#! $&�
.� ^U&�' @G .� /",'+/�+ ' '+  4�2, 2�U+"!#%&' /' −∂f0

∂H

2-0'++" HG V-#$� *'$ -$ #..�!#-+$
W#$#I.'$ '+  4�2, V�#I.' $-+! .' �'�'! /' .� ,��!#' #2�U#+�#�' /' .�  -+/& !�+ ' 2-0'++'
 -2,.'B' /'$ �++'�&BS !�+/#$ %&' .' $#U+�. �"$#/&'. .#+"�#�' '$! /� �& /#�2�U+"!#$2'
/& +#-I#&2  -+$!#!&!#V /& �"$-+�!'&�� *� ,"�#-/' /' @ ��&$$  -��'$,-+/ X &+ �&B /'
Φ0/2

/�+$  4�+%&' �++'�&� *'$ -$ #..�!#-+$ $?"W�+-&#$$'+! ,-&� &+  4�2, $&,"�#'&� X yG
��&$$ X  �&$' /& ��,,-�! /?�$,' ! ,.&!�! V�#I.' /'$ �++'�&BS y

Φ0
/�+$ .� $&�V� ' /'$ ^.$

 -��'$,-+/�+! X &+  4�2, /' y ��&$$� ]+ /"/&#! /' .� ^U&�' @G [
−∂f1

∂H
= αH + β1 sin 4π

Φ

Φ0

+ β2 sin 8π
Φ

Φ0

Q)yyR
�W' α = 13Hz/Gauss2 S β1 = 27± 2

�\���&$$ '! β2 = 10± 2
�\���&$$� �' #  -��'$,-+/ X

&+'  -+/& !�+ ' #2�U#+�#�' /' .?-�/�' /' 2.5 10−3Ω−1 ,�� �++'�&S /-+! .�  -+/& !�+ ' /'

�3



���� @y # ���������� �� ����� �����
���� ��� ��

��� 
����� �
 ��������
� �� �� �	�����

���� �	����� ��� �������� �� ���
�� �� �� �	����
���� �� �
���G0

� ��� ���� �	�
���
	�
 �
� 	�
����� ��
 ��
��
�
�	� ��

∂f/∂H
�
 ∂Q/∂H

��
�� �	��

��
�	� �� ������ 
����
�����

��&/' W�&!G0 = 5. 10−4Ω−1
� �' # '$!  .�#�'2'+! /"2-+!�" $&� .� ^U&�' @y� *� /",'+/�+ '

'+ !'2,"��!&�' /' .�  -2,-$�+!' '+ h/2e /'  '$ -$ #..�!#-+$ QW-#� .� ^U&�'R '$!  -2,�!#I.'
�W' &+' /" �-#$$�+ ' 'B,-+'+!#'..' �W' &+' "+'�U#'  ��� !"�#$!#%&' /' )GG2� Q#�'� Ec

R
$&� &+' ,.�U' /' !'2,"��!&�'  -��'$,-+/�+! X

2∆ − 2Ec
�

F!�+! /-++" %&' .� V�"%&'+ ' '$! #+V"�#'&�' X .?" ��! 2-0'+ '+!�' +#W'�&BS -+ $?�!!'+/ X
 ' %&' .�  -+/& !�+ ' #2�U#+�#�' $-#! $#2,.'2'+! ,�-,-�!#-++'..' X .� /"�#W"' /&  -&��+!
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